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CALCULS de MECANIQUE CELESTE avec MAPLE
appligués aux mouvements des planetes et des satellites
Luc Duriez

Laboratoire d’Astronomie de I'Université de Lille 1 et IMCCE de I'Observatoire de Paris
Luc.Duriez@univ-lillel.fr

Derniére révision le avril 2007

Ce travail a pour but de donner des procédures et des instructions MAPLE permettant d’effectuer des développements analytiques
sur un certain nombre de quantités relatives au mouvements des planétes et des satellites : Développements du mouvement képlérien
développements de fonctions perturbatrices de planétes et de satellites et des équations de Lagrange permettant de calculer analy
tiguement ces perturbations. C’est aussi une illustratiofdurs de Mécanique Célesnseigné dans la License de Mathématique
a I'Université de Lillel. Les notions utilisées dans ce document d’applications pourront étre davantage développées dans ce cours.
Quand ce sera le cas, un renvoi vers la section correspondante de ce cours sera indiqué comme ici par une balise placée dans la marg
(renvoi exécutable aussi par un "clic" sur celle-ci): Une application pratique des techniques exposées dans ce document tre com-
ment construire les perturbations des éléments d’orbite des planétes du systéme solaire a I'ordre 1 des masses. Un renvoi éventuel ver:
cette application sera indiqué par cette autre balise: e|5 | a

Le présent document est une copie des résultats obtenus en exécutant le programme Maple "DevMC_Duriez.mws", adapté toutefois
pour que ces résultats soient affichables a I'’écran de maniére raisonnable; on a ainsi en général tronqué les développements analytique:
aux termes principaux (de plus bas degré par exemple s'il s’agit de développements en séries entieres). C'est pourquoi apparaissent de
nombreuses indications sur la fagon de calculer, bien que ce fichier PDF ne soit pas exécutable par Maple.

Si vous disposez du logiciel Maple version 5 ou ultérieure, vous pourrez exécuter complétement le programme joint: "De-

vMC_Duriez.mws" et le modifier éventuellement pour faire vos propres expériences de calcul; alors, avant de démarrer tout calcul, il
convient d’exécuter les quatre instructions suivantes, en indiqguant notamnuotreintendu répertoire ou I'on a placeé les fichiers de
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procédures (*.pr) (dont par exemple le fichier "Serutil.pr" qui contient des sous-programmes utiles a la manipulation de séfies, voir
I’Annexe); c’est aussi a cet endroit que seront sauvegardées les séries lors d'instreati@ns AI’\
> restart:
> chemin:='Maple/";
chemin := Maple/

> read cat(chemin,'Serutil.pr):
> readlib(poisson):readlib(mtaylor):

1. Introduction

Le but de ce fichier MAPLE est de montrer comment on peut utiliser ce logiciel de calcul formel pour développer des expressions
mathématiques rencontrées en Mécanique Céleste lorsqu’on veut représenter le mouvement des planétes et de leurs satellites.

A la base de ces représentations, il y anleuvement elliptique képlériend’un corps orbitant autour d’un autre, qu’on décrit ici
par leséléments d’orbite classiques a demi-grand axeg excentricité; inclinaison du plan de I'orbite sur un plan fixe de référengs,
Q longitude du nceud sur ce planargument du péricentre etanomalie vraie. Remarque importante:dans le cours I'anomalie viaig 2.1
est notéev).

Ce mouvement périodique s’effectue avec la vitesse angulaire moyerelige aa par la 3iéme loi de Keplen? a® = 1 ou p C
(3.25)

est la constante d’attraction. On introduit alors I'anomalie moyehineelle queM = n, et les longitudes vraig¢ = Q + w + v

et moyennd. = Q + w + M , ainsi que la longitude du péricentte = Q2 + w. On a aussi I'expression de la distancau foyer en
fonction de 'anomalie excentriqué: r» = a(1 — ecos F) et I'équation de Kepled = E — esin E.

On ne veut pas ici reconstruire toute la formulation de ce mouvement depuis le début, mais partir d’'un formulaire de base qui
peut se résumer en fait aux deux expressions précédentestdge /. C'est I'objet de lasection 2 ou diverses quantités utiles
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pour représenter les mouvements d’un corps sont exprimées en fonctions des éléments de son orbite, et notaoeffaitidgs deC
Hansen 13.6

Les développements du mouvement képlérien ainsi construits, on les utilise darsties 3et 4 pour exprimer la fonction
perturbatrice d'une planéte perturbée par une autre, ou celle d’un satellite perturbé par la non-sphéricité de sa planéte. On expose dans
chaque cas plusieurs méthodes, mais I'essentiel est de voir comment on peut utiliser MAPLE pour déterminer directement certaines
parties de ces fonctions perturbatrices, sans avoir a en calculer 'ensemble : Cadstil@irect d’'une inégalité donnée cette notion
d’'inégalité étant simplement celle du regroupement dans un développement de Fourier, des termes de méme argument, exemple
ceux de la "grande inégalité(2 L jupiter — 5 Lsaiurne). ON peut méme faire le développement formel non plus d’une inégalité iﬁée,
mais de toute une classe d’'inégalités, le seul choix étant leur caractéristique (par exemple on exprime explicitement 'ensemble des
inégalités de la formép L jypiter — (P + 3) Lsaturne) OUp reste indéterming).

Enfin, lasection Spermet d'utiliser ces fonctions perturbatrices pour exprimer les équations du mouvement perturbé des planétes et
des satellites. On se contente ici des équations de Lagrange, et on donne des indications pour passer a une formulation hamiltonienne.

Un autre fichier ( PlaMC_Duriez.mws ) compleéte le présent document et indiqué par cette balise: Il explicite le calcul des Ee)rlla)a-
tions séculaires des planétes et montre comment obtenir des perturbations périodiques choisies (par exemple pour leur importance ou
parce gu’elles peuvent concerner une résonance). Ce fichier est simplement construit a partir d’'une sélection des instructions MAPLE
prises dans le présent document, sélection nécessaire et suffisante pour réaliser le calcul des équations de Lagrange dans un probléem
de type planétaire. On pourra sans doute s’en inspirer pour traiter de maniére analogue des problémes de satellites.
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2. Développements du mouvement képlérien de planétes ou de satellites

2.1. Introduction

On considére le mouvement képlérien elliptique de planetes autour du Soleil ou de satellites autour d’'une planéte. Ce mou ent est
au départ représenté pour chaque corps par des éléments osculateurs claasigues, (@, 2 ). On se propose d’exprimer diverses/(3.46)
guantités intervenant dans le calcul de position des planétes ou des satellites, en fonction de ces éléments ou en fonction d’autres
variables plus appropriées qui leur sont liées. On utilise essentiellement les propriétés exposées dans les[fiéféetErces

2.2. Développements en excentricité du mouvement képlérien d’une planéte

On développe en séries de Fourier les quan&tég et I'équation du centres(— M) en fonction de I'excentricité et de I'anomalie

moyenne)M au voisinage de = 0 . On transforme ces développements trigpnométriques en séries entieres en adoptant les yariables

complexes non singuliéres: 13.8
X =cexp(IM) etson conjugué Xb=ce exp(—I M)

On en déduit le calcul deefficients de HansenXy, ,, . (e) , qui sont les coefficients du développement en série de FouriQdé.G
la quantité :
r
I — Xk, n,m( I(k—m)M
G e®Umo =) =3 X nm(e) exp (I (k= m) M)
en fonction ded, M) ou de (X, Xb).

Avec M = L — w , différence des longitudes moyenne et du péricentre, on introduit aussi la variable exp(/w) et son
conjugué notéed , puisqu’on a: C13 9

X =eexp(I(L—w)) soitencore: X = xbexp(IL) et Xb=uzexp(—IL)
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2.2.1. Initialisations

On commence par définir le degré maximun souhaité pour les développements en excentricité. On choisit ici degmax=20 pour montrer
gu’on peut atteindre facilement des degrés élevés. Cependant, au dela du degré 12, le calcul ‘direct’ des coefficients de Hansen peut
nécessiter trop de temps de calcul et de mémoire; on verra comment il convient alors d’organiser les calculs autrement. Pour I'affichage
des résultats, on limite généralement le degré a une valeur plus faible (la procédure PRINTRONC affiche une série tronquée au degré
maxi souhaité mais en montrant aussi le terme de degré le plus élevé) A 2.1

> degmax:=20; degmaxprint:=5;
degmax = 20

degmazxprint == 5
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2.2.2. Calculde a/r etde I'’équation du centre v-M

On construit d’abord le développement en série de Fouriend€,(sachant que le mouvement képlérien s’exprime en fonction de
I'anomalie excentriqué? par les relations :

aM a dM
M =FE —esin(E t =a(l—cosFE) =a—— dou - =-——
e sin(FE) e r=a(l—cosE)=a s ou - =
et:
2 [7 , —
% =1+ - 7; /0 cos(n (E — esin(F))) dE cos(n M) soit: % =1+ ;::1 2 Jp(ne)cos(n M)
ou interviennent les fonctions de Bessel de premiére espgag. C13.2

> ‘alr:=mtaylor(1+2*sum(BesselJ(n,n*e)*cos(n*M),n=1..degmax),[e],degma
> x+1). PRINTRONC(‘a/r',degmaxprint,e);

152587890625 1594323 1 1628413597910449
_ 22000OTBEY 1 0s(10 M) — ——02m02 M)— ——— cos(2M) — 14 M
(~ 125536739328 (M) ~ 775168000 %6 M) ~ Taam504102000 M) ~ Sr7reTsizizoon A M)

16 67108864 17592186044416

0 cos(4 M) 4 —1 0 M) 22V (16 M
+ Tamzae1s M) + Torss3aezs OB M) T —greoa60s7s S0 M)

1853020188851841 1220703125000 12754584
_ (18 M) 4 =202 05(20 M) 4+ ——229%% 0s(12 M))e20, + ..

9270317056000 5B M)+ —sioansanr OS2 M) + —greeme cos(12M))e, 4,

(i cos(M) + 625 cos(b M) — 8L cos(3 M))e® + (é cos(4 M) — 1008(2 M)) et + (—1 cos(M) + gcos(3M)) el
192 384 128 3 3 8 8

+ cos(2 M) e? + cos(M) e + 1
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L'équation du centre est obtenue en intégrant de I’équaﬁ@p = (£)? V1 — ¢? issue de lintégrale des aires? (%) =C=

na?v1—e2

> ‘v-M'=int(poisson(‘a/r*2*sqrt(1-e*e),[e],degmax+1),M)- M:
> PRINTRONC(‘'v-M‘,degmaxprint,e);

13750247892461 7292605650809 13476493246767
in(8 M) — 200 G (10 M) 4+ o o2 O (12 M
(502126057312000 M) ~ To012039126220 (10 M) + Tg36813008000 S (12 M)
1422154 1 45453561496282 10261083179603471
BASTIOITISIAT o ADAIS6LA962827 1y 102GLOSBITIO0NTL
20487595858329600 13937140039680 148325072896000
4027894135040576041 35916051 426752653741
in(20 M) + o0 2200 in(6 M in(2 M
155705728523304960 ° (20 M) + Sa060537600 6 M) + 1158800670720 (2 M)
72920638721 5 1097 43
_TEIZBOOTE" (A M))e®, + ...+, (e sin(M) + ——r sin(5 M) — = sin(3 M)) &
30901351219200 S (A M), & w4, (Gg sin(M) + g sin(5 M) — i sin(3 M) e
1 . 103 L1 13 , 5 .
+ (_ﬂ sin(2 M) + 96 sin(4 M)) e* + (_Z sin(M) + 9 sin(3M)) e® 4+ 1 sin(2 M) e* 4+ 2sin(M) e

On peut convertir ces développements en fonctioXde e exp(IM) et de son conjugu& b par la procédure suivante :
ENXXB:=proc(u,degmx) local k,ux;

ux:=u:

for k from 1 to degmx do:

ux:=subs(cos(k*M)=(X"k+Xb"k)/2/e"k,sin(k*M)=(X"k-Xb"K)/2/l/e”k,ux):

od:

ux:=algsubs(e”2=X*Xb,expand(ux)):

ux:=sort(ux,[X,Xb]) :

end:

vV V. V V V V V V
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Applications:
> ASR:=ENXXB(‘a/r',degmax): PRINTRONC(ASR,5,[X,Xb]):
610351562500 625 81 1 . 1 81 625 2 1
e X200 o XS XX+ — XX+ — X2XPR - — X Xbr 4+ = XpP 4+ S X4 — = X3 XD
14849255421 Tt 768 256 + 384 * 384 256 + 768 + 3 6
1 2 9 . 1 1 9 1 1 1 1
— XXX+ X3 - —X2Xb— — XX+ =X+ X2+ XD+ X+ Xb+ 1
6 *3 16 16 16 16 tad Tty tgAtgadt
> VMM:=ENXXB('v-M‘,degmax): PRINTRONC(VMM,5,[X,Xb]):
4027894135040576041 1097 43 5 5 43
- IXx20 o T XS4 — X4 Xb— — T X3XD2+ — T X2 X — —— X Xb*
311411457046609920 > Tt T 090 METT 192 102 128
1097 5 103 11 11 . 103 13 1 1 13 f
U IX — S IX4 4 IX3Xb— S IX X+ ——TXb— S TX34+STX2Xb— =TX Xb%+ —1Xb°
* 1920 b 192 * s b 48 b+ 192 b 24 *3 b 8 "+ 24 b
5 5
— §IX2+§IXb2—IX—|—IXb

La conversion inverse (mais en exponentielles complexds)dgobtiendrait par la procédure suivante :
> ENeEXPM:=proc(u);

> subs(X=e*exp(I*M),Xb=e/exp(I*M),u):  collect(combine(%,exp),exp):

> end:

Exemple :
> TRONC(ENeEXPM(ASR),5,e);

(= o-1on) _ 8L coran - 8L aran L paan 925 siany 625 51y s

384 256 256 384 768 768
+(§6(4IM),ée(2IM)+§6(f4IM)f16(72IM))64+(1g6e(731M)717166(7IM)717166(1M)+%6(31M))63
+(%e(—21M)+%e(21M))62+(%€(IM)+%€(—IM))6+1
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Pour vérification, on revient aux fonctions trigonométriques: Il suffit d’appliquer la fonction de conversion :
> convert(%,trig);

1 2 1 5 4 1 1
(@ cos(M) + % cos(b M) — %8 cos(3M)) e’ + (§ cos(4 M) — 3 cos(2 M)) et + (_§ cos(M) + %cos(i’) M))e?

+cos(2M) e + cos(M) e+ 1
2.2.3. Calcul de r/a etde theta = exp(l(v-M))

Si degmaxest assez petit, I'inverse de/r) peut encore s’obtenir simplement avec la procégaieson, sinon pour limiter le temps
de calcul, il vaut mieux utiliser les variablé§ Xb et utiliser la procédurentaylor.

> if degmax<13 then ‘r/a“:=poisson(1l/‘a/r’, [e], degmax+1):
> RSA:=ENXXB(‘r/a‘,degmax):
> else RSA:=sort(mtaylor(1/ASR,[X,Xb],degmax+1),[X,Xb]):
> print(nops(%));
> fi: ‘rla"=ENeEXPM(RSA): PRINTRONC(RSA,5,[X,Xb]);
222
30517578125 125 45 5 ) 45 125 - 1 1
e P O — I = — 20 s — T = —— 0 = = A = G
14849255421 y Tt 768 + 256 384 384 + 256 768 6 * 6
+1XX53—le4—3X3+3X2Xb+3XXb2—EXbS— 1X2+1XXb— }sz—lX—le—i—l
6 6 16 16 16 16 4 2 4 2 2

La fonction : 6 = exp (I (v — M)) intervient souvent dans I'expression des perturbations. Pour la développer, on procede comme
précédemment:

> if degmax <13 then Theta:=poisson(exp(I*'v-M),[e],degmax+1):
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> THETA:=ENXXB(Theta,degmax):
> else THETA:=sort(mtaylor(exp(I*VMM),[X,Xb],degmax+1),[X,Xb]):
> print(nops(%));
> fii  Theta:=ENeEXPM(THETA): TRONC(Theta,5,e);
222
1 17 7 81 1 ,
_ = (=sIM) o 2t My P @B3IM) O (5IM) .~ (=31IM)\ 5
( 15 ¢ +48€ 3¢ +4Oe -‘1-486 e
625 , 7 1 9 27 5 1 4
D29 @army o Ut (—21M) _ Y (—4aIM) _ 2l (21 M)y 4 2 (IM) _ & (=3IM) | * _(B3IM)) 3
T Tt 128 ¢ ¢ etge 12 Fgert e

Jr(756(721% 71+§e(211VI))62+(76(71M)+e(11v1))6+1

On aura aussi besoin du conjuglidETAB det . On I'obtient simplement en inversant les rolesXiet deX'b dansf et on verifie
gue I'on a bierf § = 1 (au degrédegmaxconsidéré).

> THETAB:=subs(X=XX,Xb=X,XX=Xb, THETA):
PRINTRONC(THETA,3,[X,Xb]); PRINTRONC(THETAB,3,[X,Xb]);
> PRODPOL(THETA,THETAB,degmax,[X,Xb]):

865405750887126927009 4 5 1 9 1
X200 4 4 X3S X2Xh— — XBP+ X2 X Xb— - Xb2+ X —Xb+1
7935209777397760000 » teth g 4 b 12 *3 b 8 + b+
104127350297911241532841 1 5 4 1 9
— X204 4 X3 X XEPH X - X2 - X Xb4+ - XbP— X+ Xb+1
134267508217148866560000 T 4 M 8 *3 A

1
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On termine en reformularit:/r) en exponentielles complexes 8ié:
> ‘alr:=ENeEXPM(ASR): TRONC(‘a/r',5,e);

(&5 st _ 8L s L paan _ 8L eran L cran 925 sranyy s

768 256 384 256 384 768
1 2 1 2 1 1 9 . 9 (
_ L @IM) 2 (—4IM) Y o (—2IM) | % (AIMN A, (_ ~ (M) _ * (—IM), 2 (=3IM), 2 _(3IM)\,3
+(=5e tge 6° tge Jel+(-15e 16 € t6¢ t6¢ Je

+ (% e(=21M) 4 %e(”M))e2 + (% e M) +%e(_IM))e+1

Sauvegarde des résultats :

> save ‘alr', ‘rla’, Theta, ASR, RSA, THETA, THETAB,
> cat(chemin,'kepler.degmax.’.m);

2.2.4. Exemples d'utilisation et propriété de d’Alembert

On suppose ici que le calcul de/g), (a/r) et ont déja été réalisés au degré 20 et enregistrés :
> degmax:=20: read cat(chemin,'kepler20.m"):
On peut cependant éventuellement redéfiegmax

> degmax:=6;

degmax := 6

On a construit les développements du mouvement képlérien sous deux formes, exemples :
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>  TRONC(ASR,4,[X,Xb]):

2 1 1 2 9 . 1 1 9 1 1 1 1
SXA S X3Xb— XX 4+ Xp 4+ S X3 - —X2Xb— — XXP 4+ X+ - X2+ X2+ X+ Xb+1
3 6 6 e 16 16 16 16 tgAT Tty tgAtgadt
>  TRONC(‘a/r',4,e);

1 2 1 2 1 9 9 1
(_66(72IM)+76(74IM)_76(21M)+§6(4IM))64+(_E6(71M)+E6(73IM)+E6(31N1)_EE(IM))63
—|—(%e(_21M)—i—%e(QIM))eQ—i—(%e(IM)—|—%e(_IM))€+1
>  TRONC(RSA,4,[X,Xb]);

1 1 1 . 1 3 3 3 3 . 1 1
XA X3 Xb+ S XX — S Xbr - X34 T X2Xh+ — X XWX - X2+ - XX
6" % b+6b6b16 16 b+16b16b4+2b
1, 1 1
—iXb —§X—§Xb+1
>  TRONC(‘r/a',4,e);
(7%6(4IM)+%€(72IM)+ée(21M)7%6(74IM))64+(7%6(731M)+%e(IM)7%6(31M)+%6(71M))63

1 1 1 1 1

+(§_18(2IM)_16(72IM))62+(_§6(1M)_56(71M))6+1

On peut en déduire par exemple les développements/de cos(v) et (r/a) sin(v), ou d’autres puissances de ces expressions :

e:='eM:="M’:

‘(rla)*exp(I*v)‘:=convert(combine(expand(
mtaylor(‘r/a*Theta,[e],degmax+1)*exp(I*M)),exp),trig):
assume(e,real):assume(M,real):
‘(rla)*cos(v):=subs(e="e’,M="M’,collect(Re(‘(r/a)*exp(I*v)‘),cos)):
‘(rla)*sin(v):=subs(e="e’,M="M’,collect(Im(‘(r/a)*exp(I*v)*),sin)):

vV VVVVYV
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> e='eM="M"
> PRINTRONC(‘(r/a)*cos(v)',4,e);

4375 16807 567
- M M M) — M))eb
(= 5216 “C M) + Zgpgp ST M) + 555 8B M) — o cos(M)) €8 + ..+,
(i cos(M) + 12 cos(b M) — A5 cos(3 M)) et + (1 cos(4 M) — 1cos(2 M))e3 + (f§ cos(M) + §cos(3 M))e?
192 384 128 3 3 8 8
1 3
+ (5 cos(2M) — 5) e + cos(M)
> PRINTRONC((r/a)*sin(v)‘,4,e);
457 4625 16807 543
———sin(M) — ——sin(b M —sin(TM in(3M)) eb
(= 9216 510(M) ~ 5316 516 M) + J0gg ST M) + g SBM)) €,
11 . 125 . 51 . 4 5 . 1 . 3 5 ., 3 . 9
( 1928111(M)—i—384$1n(5M) 1285111(3M))e + ( 1281I1(2M)+3SH1(4M))6 + ( 851n(M)+851n(3M))e

1
+ 5 sin(2 M) e + sin(M)

On prend un autre exemple avec les développemenis/ag® « sin(2v) et (a/r)3 * cos(2v):

> e ='et M:=M"

> ‘(alnN"3*exp(2*I*v)':=convert(combine(expand(

> mtaylor(‘a/r'*3*Theta’*2,[e],degmax+1)*exp(I*M)"2),exp),trig):

> assume(e,real):assume(M,real):

> ‘(a/nN"3*cos(2v)-:=subs(e="e’,M="M’,collect(Re(‘(a/r)"3*exp(2*I*Vv)"),
> C0S)):

> ‘(a/n"3*sin(2v) =subs(e='e’,M="M’,collect(Im(‘(a/r)*3*exp(2*1*v)‘),s
> in)):

> e ='et M:="M"
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> PRINTRONC(‘(a/r)"3*cos(2v)‘,4,e);

1382 1
(% cos(8 M) — ?207 cos(6 M) — 143430 cos(2M) + 9702709 cos(4 M))eb, + ...+,
533 41 115 1 123 845
— cos(6 M — cos(2M) — ——cos(4 M)) e* —cos(M) — ——cos(3 M —cos(b M)) e?
( 16 cos(6 M) + T cos(2 M) 5 cos(4 M)) e* + (12 cos(M) 16 cos(3 M) + 5 cos(b M))e

) 17 1 7
+ (—5 cos(2M) + > cos(4 M))e? + (—5 cos(M) + > cos(3M)) e+ cos(2 M)
>~ PRINTRONC('(a/f)*3*sin(2v)",4.e):

13827 217 8951 73369
(—W sin(6 M) — 440 sin(2 M) + 20 sin(4 M) + 20 sin(8 M))eb, + ...+,
37 . 115 | 533 . A 123 . ) 1. 845 Ny .3
(@ sin(2 M) e sin(4 M) + 16 sin(6 M)) e* + ( TGSIH(B M)+ 54 sin(M) + 15 sin(5 M))e

1 1
+ (—g sin(2 M) + 57 sin(4 M) e + (= sin(M) + g sin(3 M)) e + sin(2 M)

ATTENTION: seules les fonctions:(r), 6 et leurs produits ou puissances son exprimables sous forme de polynénésiéb) (
car leurs développements vérifient la propriété de d’Alembert de rang 0 . Rappelons qu'urtg, &€ri&l ) vérifie la propriété deC
d’Alembert de rang n si elle se met sous la forme : i85

Sp(e, M) = Z ekl £ (%) exp (I k M)
k=—o0
ou fx(e?) estd’ordre 0 en excentricité; le terme prépondérant d’une telle série (de degré 0 en excentricité) est en fagtélinde ).
Une série de rang zéro est alors exprimable en fonctiaki @&.X b uniquement puisque’! e/ ¥ M) vaut X* ou X b* suivant le signe
dek et puisquefi (e?) vaut fi. (X Xb).
Si on applique par exemple ENXXB(&/a) cos(v) qui vérifie la propriété de d’Alembert de rang 1, on obtient une expression ou
subsistent encore les variablest M :

> ENXXB:=proc(u,degmx) local k,ux;
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uxX:=u:
for k from 1 to degmx do:
ux:=subs(cos(k*M)=(X"k+Xb"k)/2/ek,sin(k*M)=(X"k-Xb"K)/2/1/e"k,ux):
od:

ux:=algsubs(e”2=X*Xb,expand(ux)):

ux:=sort(ux,[X,Xb]) :

end:

vV V. V V V V V

> ENXXB(TRONC(‘(r/a)*cos(v)‘,4,e),4);

125
T cos(M) (16 cos(M)* 4+ 5 — 20 cos(M)?) X2 Xb?
45 5 5 45 3 3 3
X3+ X2Xb+ — X Xb% — Xb3——X2 —sz——X——Xb——
+( %6 T 384 + 384 256 6 6 16 16 2) ¢
- X4 Xb4 = X3 = Xb3 X2 Xb2 X Xb
i = P s +7 X+ +5X+5

€
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2.2.5. Développements en longitude moyenne et définition des "“inégalités”

On peut introduire la longitude moyeniiea la place deV/ en utilisant les variables et b (conjugué dex) :
x=eexp({w)=-eexp(I(L—M))=Xbexp(lL)
Exemple sur la série représentént exp (I (v — M)) :

> T:=collect(combine(
> subs(X=xb*exp(I*L),Xb=x*exp(-I*L), THETA),exp),exp):
> collect(TRONC(T,5,[x,xb]),exp);

S 81

1 g 1 : 1 . 1 5
(71 bz + ngb:gﬁ +ab) eI L) —e(=TL) g 4 (fﬁ z3 + @xbw‘l) e(=31L0) 4 (4—8 zbz3 — gzcz) e(=211) 4 4—06("1L) zb®
25 4 2 1
g?ze(“m zb* + (g b — §Ib4x) eBIL) 4 (71—2 bz + %Ib2)6(211‘) - 1—6(’“” 2o +1—xzxb+ 614I2 zb?
9
-~ (—4ATL) 4
e %
128

En mécanique céleste clasique, les combinaisons linéaires entiéres des longitudes moyennes sotimépaiaies es multiples
delL sont donc un exemple idiégalité; par abus de langage, dans un développement de Fourier en longitudes moyennes, le coefficient
d’'une inégalité telle que L est le facteur dexp (I p L) dans ce développement, c'est-a-dire une série (généralement tronquée au degré
d) de la forme:

> Copnpa™ab™ enfacteurde exp(IpL)
{n1,n2}€N(d)

ouN(d) est I'ensemble des couples d’entiers positifs ou nuls de somme inférieure ou égale &

La propriété de d’Alembert de rang O se traduit alors par la relation:

Ng —N1 =p
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pour chacun des termes de I'inégalité . Cela traduit aussi la propriété d’invariance de ces développements vis-a-vis des rotations
du repére dans lequel sont définies les longitudes; la somme précédente est en effet équivalente a :

Z China elmtn2) exp(IpL+1(ny —ng)w)
{n1,n2}€N(d)

qui conserve cette valeur quand, quelque ggibn changd. enL + f etw enw + f a condition que + n; — ny soit nul.
Exemple de sélection d’inégalité : Pour isoler une inégalité, on peut utiliser la fonsétattou la fonctioncoeff (mais alors on

n'obtient que le coefficient de I'inégalité):
> select(has,T,exp(-2*I*L)); coeff(%,exp(-2*I*L));

226634433169 - 125923 857 4 T 2165563433 ¢
b 9 b .6 b B b 4 b 8
(50020203273600 ** © * Tre0am20 ™ © T o160 %0 * T 30m * " T I7se31073600 *
20926946577002801 1.1 122830157549671 191
0926946577002801 o qy 1y og Lo 122SBOISTRAOTL gy 6951918 s o oy
7594316075630592000 3 8 38355131695104000 1238630400
226634433169 - 125923 , . 85T 4 37 2165563433
b 9 b .6 xb B b 4 xb 8
5992093273600 ~" T 17604720 ©0 ¥ T 92160 ™ ¥ T 3012 ™ T I7s634073600 © ¢
20026046577002801 g 1y 1 oo 1, 122830157549671 oo, 6951913 s
7594316075630592000 8 8 38355131695104000 1238630400

Une inégalité est ditséculairesi elle ne dépend pas des longitudes moyennes (donc correspondant i€i @. Pour isoler
I'inégalité séculaire avec Maple, on peut utiliser la fonctiemoveen lui demandant de supprimer les termes contenant une longitude:

> remove(has,T,L);

38048993776368689 10 410 112803205913 2 29 29607313 b7 o7 80581131787 b 28

T 13807847410237440000 © T 35224100536320 © © 6502809600 21308406497280
11917541 4 o 5 5 4 7 , 1355 ., 26239 .
B e L O L s P SR Yo v plat = 0200 4505 pab+ 1
9123366400 ©” © T 288 T T ea ™™ T Tamase ™ T T 36sea00 0 ¢ Tt
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2.2.6. Développement des coefficients de Hansen (degrés modérés)

On suppose ici que le calcul de/@), (a/r) etd ont déja été réalisés au degré 20 et enregistrés. Cependant, ici, il faut redéfinir degmax
avec une valeur plus faible (degré modéré).
Dans ce paragraphe, les coefficients de Hansen sont calculés directement en vEreh\dsau degré 10.

> read cat(chemin,'kepler20.m’):

> degmax:=10:
> RSAT:=TRONC(RSA,degmax,[X,Xb]):
> THETAT:=TRONC(THETA,degmax,[X,Xb]):

Pour calculer les coefficients de Hans€p .., »(e), on part de leur définition de coefficient etep(I k& ML) dans le développeme&
en série de Fourier complexe @€/a)™ exp(Imv) , c’est-a-dire qu'on a aussi : (3.146)

oo D —na
(Z)n exp (Im(v — M)) = Z Xn’m’k(e) exp (I (k - m) M) = Z Z Xn»m,nl,nz X an2>

k=—o0 no=0 n1=0

ou D représente le degré maximulegmadxdes polynémes eX, Xb.
On utilise pour cela les développements limitésige) et ded construits précédemment en fonctionXieX b; la procédurentay-
lor permet alors de construire les développements des coefficients de Hansen, limités au mérae Béggantm et n indéterminés

deb:=time():
Xnm:=sort(map(factor,mtaylor(RSATAn*THETAT"m,[X,Xb],degmax+1)),[X,Xb]
): nops(%);

print("durée=",time()-deb);

vV V V V

66
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“durée=", 1.309
> PRINTRONC(Xnm,2,[X,Xb]);
1 . 1 . 1 9 1 10 9719087 7281587 1023307
(— nm?’ — n’ + m’+ —nt? — n+ m— nm
725760 27525120 64512 3715891200 5806080 5806080 307200
6698509 nmd 222643 ahm? 1353293 e 7384741 a2 152263 s + 2019649 b
44236800 3538944 8847360 35389440 11059200 44236800

221653 "o 2870431 e 8327357 w3 m? 4 1567087 e 5016857 —— 9043949 m
176947200 3932160 17694720 11796480 6635520 35389440
529007 5 2939239 n2 m3 10249691 o 29733251 w3 4 170568581 m 4 125549713 m
35389440 3538944 92897280 61931520 185794560 61931520

5

3

30891203 , ., 851457 , 191511907 , 29115271 , =~ 202708397 . 235392817 .,
20643840 77414400 77414400 12386304 92897280 61931520
1 0 1 .. 341 . 659 S 419 . . 15251

t 3628800 " 3870720 " " T 215040 "™ T 20643840 " T 13s2a0 ™ T Treoar20 " ™

37199 o, 3647 . . 3181 . , 6277 , , 58 , , 53663
17694720 © " T 1423680 "' T 655360 ' 221184 " "' T 204912 " T 3538944 " ™"
3200 , o 7819 , . 2877 o 1 . o 5 . . 1T , 4 13

3

1105920~ ™ Tamsre0 ™™ T 1105920 "™ " mme0 ™ T 7amas ™ ™ T 7ar2s0 ™ T 2580480
53 8 23 8 49 4 5, 47 2 7 1 5] 5] 1 2 8
t 82575360 " " 322560 "™ T 368640 " ™ T 322560 " " 260800 " " T 322560 " "

1 1 5819
- 9_ _+ 3.7, + g o2 6, 4 4,6, 9019 o
185794560 " T 241020 " ™ T 20643840 " ™ T 1105020 ™ T 276480 " ™ T 1105020 "

257 . 733 o 1159 . .o 5 1, 3 1 1y s
_ X e (D m . D o S X
193363020 " T 1935360 "  Treoarzo " )X > T ta(gmAgmi-gn-gnmdgnd)
+(1 Cm2 s 2)XXb+(—§ tiamtim?-Sntl 2) Xb* + ( 1 )X + (— 1 ) Xb+1
> save ‘Xnm‘,cat(chemin,’Xnm‘.degmax.’.m?);
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Le coefficient dexp(I(g M)) dans le développement de/a)” exp(Im(v — M)) est alorsX,, ., 4+m(e) ; ON constate bien que
ce coefficient est au moins de dedggen excentricité.

Pour cela, on refait apparaitre les puissancesgél M) dans le développement d@m:

Pour avoir les coefficients de Hansen sous la forme classique en fonction de I'excentricité, il suffit d’appliquer cette fonction de
conversion :

ENeEXPM:=proc(u);

subs(X=e*exp(I*M),Xb=e/exp(I*M),u):  collect(combine(%,exp),exp):
end:

> ‘Sum(X(n,m,g+m)exp(IgM)" :=ENeEXPM(Xnm):  nops(%);
26

> collect(TRONC(‘Sum(X(n,m,g+m)exp(lgM),3,e),exp);

((m—in)e—k(—gm—%m?’—gm2+%n2+%n—%679—5—%nm+%n2m+inm2)e3)e(“‘“
+(gm2fngr%nmfénszi—;nfémgf$n3+%n2737Lm2)e3e(’31M)
+(—gn+§m—£n3+%n2+%m3+gm2—%nm—ian—}—énzm)ege(B”{)
—&—((%mS—%m2+§m+1—6n+1—16n2—%nm—én2m—%n3+inm2)eg+(—m—%n)e)e(_IM)
+(—§m+§nm+%m2—gn+én2)e2e(_21M)—i—(gm—i—%mQ—gn—%nm—&—énz)eze@“ﬂ)—i—l
+(in—m2+in2)e2
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eSommaire

La procédure suivanteHansen(n,m,kjsole le coefficient dexp(I((k — m)M)) :

vV V.V V V

Hansen:=proc(nn,mm,k) local u,q;
u:='Sum(X(n,m,g+m)exp(IgM)‘;q:=k-mm:

if q<>0 then sort(coeff(u,exp(I*g*M)),e) else sort(remove(has,u,M),e)
fi; subs(n=nn,m=mm,%);

end:

Exemples de calculs (attention, il faut glie- m soit une valeur numérique entiére) :

>

TRONC(Hansen(p,q,q+2),5,e);

11 11 47 2, 1, 1 , 1 , 1, 1 ., 5, 1, 1., 1 ,,
(8P~ 181t 96PI 39 ~ggP TP +GPT + 3P 0 aP 5@ — 5 ¢ — g+ gept)e
+(§ _|_1 2_§ _1 _A'_l 2)62

QU5 d—gp—5patgp

Hansen(p,3,3);

m(sg?am p? — 35p° + 202310 p° + p'0 + 154790 p* — 2635155 p + 330 p® + 330 p” — 13317 pb + 4035 p°
— 10529244)e'0

- (171756 p + 590949 — 48366 p? — 26384 p® + 43 p* + 1168 p° + 10p° — 20p7 + pb) €8

147456

. |
+ 3307 (3513 — 32328+ 302597 + 417p" — 83p* —0p° +9°) ¢ + o (2p + 1215 — T3p? — 2p* + pt) ¢!

1
+Z(p—36+p2)e2+1
Hansen(5,6,1);
12581857 4 2996329 ., 169021 .

75160960 © T 92160 ¢ 3840
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> Hansen(-3,m,m);

1 v 2 4 6 8y .10
14745600 (—1024 m*® 4 39916800 — 26673336 m= + 6582510 m 760516 m® + 42880 m®) e
en (362880 — 2 2 4_ 6 8y .8
+ 117156 (362880 43396 m~ + 58441m 6112m° + 256 m®) e
1 1 .
1 g (VD = el it = Gl e o (QPID = Bl -l & (B = D i I

> TRONC(Hansen(n,m,3+m),5,e);

G, A3 My ar AT 61T 3T 19, 5 5 5 1 5 . T 4
—n—-— — ——m’—— — —nm’®——mn’m— —nm‘— —n*m’>— —mn
256 ' 128 192 32 192 768 96 192 64 8 128
1, 1 ., ., 307 , 5 , 4 . 7 , 1 . 1 . 1 ., .
s T ™ 3™ 6™ e T3 7es” w™ T1et™e
17 13 1 . 3 1 . 5 11 1 1 ,
+(f£n+ﬂmf@n3+1—6n2+6m3+§m271—6nmfznm2+§n2m)e3
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2.2.7. Développement des coefficients de Hansen (degrés élevés)

® Page 23 de 176

Au dela du degre 12 et jusqu’aux environs du degré 20, le calcykgfe exp (m I (v — M)) est a réaliser autrement. On évite

notamment au maximum la manipulation das(k M) etcos(kM), introduisant & leur place la variable= exp (I M) et son conjugué

1/Z . Ainsi 2 cos(nM) est remplacé paZ™ + 1/Z" , et I'intégration surM revient a substituer-I Z*/k a Z* etI/k Z* a1
Dans ce paragraphe, les coefficients de Hansen sont calculés directement en fonction de I'exeestitdeité variableZ.

> degmax:=20;
degmazx = 20

| Z*.

On litici les développements de/a) et ded obtenus précédemment & des fins de comparaisons avec ceux qu'on va construire par

la méthode proposée dans ce paragraphe.

> read cat(chemin,’kepler20.m):

Développement de:fr) en fonction ded, Z) et comparaison avec les résultats précédentse(dn)):

> ‘aSr:= collect(
> mtaylor(1+sum(BesselJ(n,n*e)*(Z*n+1/Z2"n),n=1..degmax),[e],degmax+1),e):

> TRONC(‘aSr',4,e); TRONC(‘a/r',4,e);

2 21 1 11 1 11 9 . 9 1. . 1 11 1 11
724 77_7z2_77 4 _7z_ - 723 v &3 722 - 2 *Z - 1
32 +371 5 622 T2 5z 68 Tl TRt e TG 25 et
1 2 1 P , 9 . 9 .o 1 1
L o(e2IM) 2 @IM) _ * 2IM) | % (—4IMN A4 4 (2 (=3IM), ° _(3IM) _ * _(-IM)_ * _(IM).3
(-5¢ t3e 6° tge Jet+(gge t16° 16 € TR
1 o ,, 1 1,
Jr(56(721M)jL56(2IM))62+(56(71M)Jrie(IM))eJrl
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Développement de-(a) en fonction ded, Z) et comparaison avec celui én M):

> ‘rSa‘.=collect(expand(mtaylor(1/‘aSr‘,e,degmax+1)),e):
> TRONC('rSa‘,4,e); TRONC('r/a',4,e);

1 1 11 11 3 31 3 3 1 1 11 1 1 11
7z2_7z4 [ G | — 7 77_723_77 3 _722_77 = 2 - 1
5 62 teE 5720 T %%t 67 16 1625¢ T1 17z Ty t(gZ-g)et
1 ) 1 1 ) 1 3 3 3 3
Loervmy L aramy L (cermy Y (carmyy o4 (2 (cIM) 2 (=3IM) , ° _(IM)_ ° _(3IM).3
(66 66 —|—6e 66 )e +(166 166 —|—16€ 166 e
1 1 1 1 1
1ol ety L vy 2, L amy L crm 1
(2 ke 2 Ye? + ( 5¢ 5¢ e+

Les calculs utilisant PRODPOL sont comparables a ceux réalisésraagtor:

> p:=PRODPOL(‘aSr‘,'aSr',degmax,e):
sge2:=mtaylor(sqrt(1-e*e),[e],degmax+1):

p:=PRODPOL(p,sqe2,degmax,e)-1: nops(%);

Y

20
> s:=collect(expand(mtaylor(‘aSr‘*2*sqgrt(1-e*e),[e],degmax+1)-1),e):
> nops(%);

20

> simplify(p-s);
0

On fait maintenant "l'intégration par rapporf\d " de cette série ere(Z) pour obtenir directemenrt(v-M) , puisé :

> s:=collect(p,2):
> l(v-M)":=0:
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for k from 1 to nops(s) do: d:=degree(op(k,s),Z):
#print(d,op(k,s),l/d*op(k,s));

‘I(v-M)":="I(v-M)" + 1/d*op(k,s):
od:
‘I(v-M)":=collect(‘l(v-M)",e):  nops(%);

vV V. V V.V

20
T:=collect(expand(mtaylor(exp(‘l(v-M)"),e,degmax+1)),e):
> PRINTRONC(T,4,e);

\Y

(47511016153466461427 b " 128840905889375 1 + 1201605721749 1 1652211122481 o
86068915523813376000 Z14 = 131634811977596928 Z6 = 841813590016000 Z*  1157493686272000
20926946577002801 L+ 250520623630191 1 153397171881875 4
7594316075630592000 Z2 = 37618544803840000 Z'0  162012076280119296
24214510986328125 1 38048993776368689 . 325008100537579014584599 ¢
16371590698631168 Z16  13807847410237440000 789808871865581568000
6666583286966360981897 1 817842490296083 1 4389708798989056477 1

3751592141361512448000 Z'8 | 1343212367118336000 Z8  47867204355480792000 Z12
2894867431563851686969 ,, 3868391217872531 , 987316771728515625

40503019070029824000 ~ 335803091779584000 4092897674657792
~104127350297911241532841 718 75936718476722775023 710 17959181351843889 ¢
305153427766247424000 7479250680545280000 30094835843072000

104127350297911241532841 1 865405750887126927009

_ 4 e + .+,

134267508217148866560000 220 ' 7935209777397760000

9 1 625 7 11 21 4 11 5 9 11 1
2 o 12X L - gy (2 23 (22212 Y24 (=4 De+1
iz Tl Ttz 621G 7 121§ gzz)¢ Tzt e

Vérification, en comparant avec le polynéme Theta calculé précédemment:

> TRONC(Theta,4,e);
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7 21 o 625 9 4 1 5

LAl ermy b (—2rmy o 922 arnmy 20 —armyy a4 (2 o@BIM) L (—31M) _ 2 _(IM)),3

(61 16¢ T T3 128 € )i+ (3e 12 ° e e
9 (21M)716(721M))62+(76(71M)Jre(IM))eJrl

142
+ ( +86 5

Pour obtenir le développement (€)" exp (m I (v — M)) , on calcule separémef )" etexp (m I (v — M)) par la formule du
binome poum etm arbitraires (voir procédure POWERN) puis on en fait le produit par PRODPOL

> deb:=time(): RSAN:=POWERN(rSa,n,degmax,e):
> print("durée="time()-deb): TRONC(%,4,e);

“durée=", 1.900

1 1 1 95 1 71 103 1 1 n* 3n% 95 n2 1 n2
L R S B S B 2 B 3 R e LT O s ST LI LT B LI
1™ " 16" 32" Tagg" 96 " 192" 1622 706" 4 T38a 74 64zt 38471 96 22
11 1nt 71 n 1 1 3 11 n 1

i Z2 - e 7 - 4z477 324 - = o4\ A4
T8 T96722 192274 T32" Tasa” " it eE et

1 n? 1 9 3 3 n? 17 n 1 n? 17 3 n 1 3 1 n3

7 . 7 e 2z3 7777777777 ZS_ 3 s = 323 - 7 - — 3
(67 16 16 Y1675 187 W25 18" 16 tT167 18 t"l 5 z70°

3 % 3 n 1 % 1 n2 1 & 1n

Ppz2_2n = - S22 4 (—= 2 S Z)e+1
+( 8” 8Z2+4 +822+4 +8n Ye? + ( 57 2n Ve +

> deb:=time(): Tm:=POWERN(T,m,degmax,e): print("durée=",time()-deb):

> TRONC(%,4,e);
“durée=" 2.540
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(572 T i 7 e 7~ 3P G g gy 2 et R ot 2= 22
—&—(—g%—m2+ngQ—&—%mQZQ—i—%Z—z)ez—i—(mZ—T;)e—i—l

> deb:=time(): Hans:=PRODPOL(RSANn,Tm,degmax,e):
> print("durée="time()-deb): TRONC(%,3,€e);

“durée=", 28.640

Gt mZ g g gt e T gt gz = T g - O
—%nZ3m)e3
+(—m2+%7;—§—g%—%n22m+%Z—Z+én222+%m2Z2+in2+%nJrngz—g%—gnZ2+%nZ—gn)ez
Jr(*%*%%erZf%nZ)ele
> nops(Hans); save Hans, cat(chemin,'Hansen‘.degmax.‘.m"):

21
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On peut aussi exprimér- )™ exp (m I (v — M)) en série de Laurent dé = exp (/ M ). D’aprés ce qu’on a vu précédemment, le
facteur deZ(*~™) dans cette série est le coefficient de Han¥en,, ()

> deb:=time(): HansZ:=collect(sort(map(factor,Hans),e),Z):
> nops(Hansz); print("durée=",time()-deb):

51
“durée=", 7.539

Exemples de coefficient d’'une puissancefléci puissances 3 et 0):

> TRONC(coeff(Hansz,Z,3),5,e);

L Ry GOSN SN LA SRS Ot U L SR Qe I I S Iyt Y S
256 128 192 32 192 768 96 192 64 48 128

1 g L og 5 807 o 5 o 4l g 7T o, 1 g 1 oo 1
T e T ™ 6™ T 7es” Tsma™ qes” aa™ Tie™m e

1 1 ‘ 11
+(—En+§m—@nd—ﬁ—%rﬂ—l-6m3+gm2—1—6nm—znm2+ n?m)e?

> TRONC(coeff(Hansz,Z,0),5,e);
1 9 1 1 1 1
3212, o a2 T4 2 1
CHp™ —m™ gt gt g T Tgm)e (g mitan)et 4

Sauvegarde
> save HansZ, cat(chemin,'HansenZ‘.degmax..m’):

On peut enfin convertir ce développement en variallleX b , pour le rendre comparable au polyndKmemconstruit au degré 10
au paragraphe précédent; Pour limiter 'usage de la mémoire, il faut fractionner les calculs, en partant de I'expaesgion on a
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factorisé chaque puissancedeOn peut ainsi calculer sans probléme un développement de degré 20 en va¥iakiliea coefficients
dépendant explicitement deet dem:

> read cat(chemin,’'HansenZ'.degmax.’.m‘): read
> cat(chemin,’Xnm10.m°):

deb0:=time():Xnm20:=0:

for k from 1 to nops(HansZ) do # deb:=time():
algsubs(1/z=Xb/e,op(k,HansZz)):

algsubs(z=X/e,%):
H20:=collect(algsubs(e”2=X*Xbh,collect(%,e)),[X,Xb],distributed):
Xnm20:=Xnm20+H20

# print(k,time()-deb,degree(H20,{X,Xb})):

od:

nops(Xnm20); duree:=time()-deb0;

vV V. V V V V V V V

231
duree := 18.731
> save Xnmz20, cat(chemin,’Xnm‘.degmax.‘.m"):

Vérification par comparaison avec le résultat au degré 10 :

> simplify(TRONC(Xnm20,10,[X,Xb])-Xnm);

Procédure d’extraction des coefficients de Hansen a partir du développderedt:
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HansenZ:=proc(nn,mm,k) local u,q;
u:=Hansz; q:=k-mm:
sort(coeff(u,Z,q),e);
subs(n=nn,m=mm,%);

end:

vV V. V V V

Quelgues exemples :

> HansenZ(5,2,2);

3263010373559 ,, 19114387847 . 20077951 ,, 4280101 ,, 247661 ,, 2227 ,, 47

T 210601031040000 ¢ 1053455155200 © 928072800 © 162570240 © 8294400 ¢ 28300 ° T 288 €
—266—§64+Z€2+1
288 16 2

> HansenZ(5,1,1);

415315331094346289 ,,  124876358389351 951870285227 ,, 11891446571 ,, 163162421 ,

T 13807847410237440000 ©  3451961852550360 ©  21308406497280 © 208089907200 © 2123366400
824203 ,, 24635 . 995 , 167 13

4 2
_ o2meY - 2Dy 224
7372800 ¢ 147456 1152¢ T 61 ¢ T2 €T

> TRONC(HansenZ(n,m,m-1),4,e);
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2.2.8. Calcul des coefficients de Hansen par le formulaire de Brumberg (degrés tres élevés)

Le calcul direct des coefficients,, .., »(e) est réalisable par le formulaire suivant (Brumberg, 1967): C14
-Sik =0, en posanC = (_1)|m‘ (@<l o ) on a, avec F fonction hypergéométrique :

*pourn < —1:

2 3
Xn,m,O(e) _ Cn,m (E)|m\ (1 _ e?)(n—&-%) F('fl + |m| at n -+ |m| +

1 2
2 2 z Lt )

*pourn > —1:

Xnm.0(€) = Crm B™ 1+ VEF(—n -1, —n + |m| — 1, 1 +|m|, 5%

ou = ————
b=y
; k .
-Sik#0,enposant = —*—-ona:
Xn,m,lc(e) = ﬁ|m—m| (1 +ﬁ2)(_n_1) Z Pn,s+81 (m, V) Pn,s+32(_m; _V) ﬁ(Q S)>
=0
avecs; = max(0, k —m) etP, ;(m, z)=>", % ours =ssin—m+1<0etrs =min(s, n —m + 1) sinon.

Les développements limités en excentricité des coefficients de Hansen sont alors calculables par les procédures suivantes. ATTEN-
TION, les indices:, m, k doivent étre NUMERIQUES. L'excentricit€est arbitraire.

> Pnms:=proc(n,m,s,x) option remember: local Kk,rs;
> ki=n-m+1: if k<O then rs:=s else rs:=min(s,k) fi
> sum(pochhammer(-n+m-1,r)*x*(s-n)/r!/(s-r)!,r=0..rs):
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> end:

Xnmk:=proc(n,m,k,dmx) local c,am,res,q,s1,s2,nu,t1,t2,t3,d,s;
if k = 0 then

am:=abs(m):

c:=(-1)*am*pochhammer(n+2,am)/am!

if n<-1 then

res:=c*mtaylor( (e/2)"am*(1-e"2)(n+3/2)*
hypergeom([(n+am+2)/2,(n+am+3)/2],[am+1],e"2),e,dmx+1):
else

g:=e/(1+sqrt(1-e"2)):

res:=c*mtaylor(g"am*(1+g~2)"(-n-1)*
hypergeom([-n-1,-n+am-1],[am+1],0"2),e,dmx+1):

fi:

else

g:=e/(1+sqrt(1-e”2)): d:=dmx+1:
nu:=k/(1+g"2): sl:=max(0,k-m): s2:=max(0,m-k):
res:=mtaylor(g*abs(m-k)*(1+g"2)"(-n-1),e,d):
t3:=0:

for s from 0 to d/2 do:
tl:=mtaylor(Pnms(n,m,s+s1,nu),e,d):
t2:=mtaylor(Pnms(n,-m,s+s2,-nu),e,d):
t3:=t3+mtaylor(t1*t2*q"(2*s),e,d):

od:

res:=mtaylor(res*t3,e,d):

fi:

vV V. V V V V V V V V V V V VVV V VVV V V V V
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> RETURN(res):
end:

Le calcul numérique des coefficients de Hansen pour une excengriiitinée, a une précision e donnée, peut se faire par la procé-
dure suivante ou tous les paramétres sont donnés avec des valeurs numdgegseseii particulier le nombre de chiffres significatifs
a conserver dans l'utilisation de la fonctiewalf ; on pose alors e = 10g) )

Xnmke:=proc(n,m,k,e,dg) local c,am,res,q,s1,s2,nu,t1,t2,t3,s,eps;
if k = 0 then

am:=abs(m):

c:=evalf((-1)*am*pochhammer(n+2,am)/am!,dg) :

if n<-1 then
res:=evalf(c*(e/2) am*(1-e"2)N(n+3/2)*
hypergeom([(n+am+2)/2,(n+am+3)/2],[am+1],e"2),dg):

else

g:=evalf(e/(1+sqrt(1-e”2)),dg):
res:=evalf(c*gam*(1+g"2)"(-n-1)*
hypergeom([-n-1,-n+am-1],[am+1],g"2),dg):

fi:

else

g:=evalf(e/(1+sqrt(1-e72)),dg): eps:=evalf(10*(-dg)):
nu:=evalf(k/(1+g”2),dg): sl:=max(0,k-m): s2:=max(0,m-K):
res:=evalf(q"abs(m-k)*(1+g"*2)"(-n-1),dg):

t3:=0:

for s from 0 to 100 do:
tl:=evalf(Pnms(n,m,s+s1,nu)*Pnms(n,-m,s+s2,-nu)*g”~(2*s),dg):
t3:=evalf(t3+t1,dg):

vV V.V V V V V V V VVV V VVV V V V V
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> if abs(t1/t3) < eps then break fi;

> od: if s>=100 then printCATTENTION non convergence’) fi
> res:=evalf(res*t3,dg):

> i

> RETURN(res):

> end:

A des fins de comparaisons, on lit 'ensemble des développements des coefficients de Hansen construits au degré 20 et la procédure
d’extraction d’un coefficient de cet ensemble:

> read cat(chemin,'HansenZ20.m");
> HansenZ:=proc(nn,mm,k) local q;
> Q:=k-mm:

> sort(coeff(Hansz,Z,q),e);

> subs(n=nn,m=mm,%);

> end:

Quelques exemples, pour une excentricité assez forte :

> e0:=5/10;

el :
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Développement en excentricités au degré 20, issu du développelaesitalculé au paragraphe précédent :

> HansenZ(1,3,1); evalf(subs(e=e0,%),20);

53739053640528409 31051227754949 o 1961513551 . 12686925827 ,, 2442451 .,

" 3797158037815206000 ©  1826434842624000 © 03640458240 © 475634073600 © 68812800 °
SS9, 1997 o 155 o 77, 31,
17694720 23040 1024~ 24 8
77019621609167023467

valeur exacte, issue du formulaire de Brumberg, sans effectuer de développement :
> Xnmke(1,3,1,e0,20);
.77019621243399430166

valeur issue du développement en excentricité au degré 30 par la formule de Brumberg :

> Xnmk(1,3,1,30); evalf(subs(e=e0,%),20);
31 , 77, 155 o 1997 884149 ,, 2442451 ,, 12686925827 ,, 1961513551

§ ¢ T21% T1024° T 23040° T 17694720 ¢ 68812800 C 475634073600 © 93640458240 ©
31051227754949 . 53739053640528409 ,,  87627349608780683959 .,

T 1826434842624000 ©  3797158037815296000 ©  7290543432605368320000
257507120191044203791  ,, 42028528576803094956001 4

T 24822564544346849280000 ©  4632013631072036192256000
4385188488407736071730977879 ¢ 1559034343246447373206720718131

" 546461808125723469781401600000 ©  217613235591399212855171481600000
.77019621243593639503
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valeurs issues du développement en excentricité aux degrés 40 et 50 par la formule de Brumberg :

> Xnmk(1,3,1,40); evalf(subs(e=e0,%),20);

31, 77, 155 o 1997 , 884149 ,, 2442451 ,, 12686925827 ,, 1961513551 ,q

—@ == e’ — = g = = =

8 247 710247 23040 17694720 68812800 475634073600 93640458240
31051227754949 o 53739053640528400 ,, 87627349608780683959 .,

T 1826434842624000 € 3797158037815206000 ©  7290543432605368320000
257507120191044203791 42028528576803094956001 ¢

~ 24822564544346849280000 4632013631072036192256000
4385188488407736071730977879 ¢ 1559034343246447373206720718131 4

T 546461808125723469781401600000 ©  217613235591309212855171481600000
115008442997028009382055423707033 5,  1222639383021402431637973903982183027 o34
17836513417223614053664948224000000 209212573376714507241824207241216000000
264091921769045766730077226448598810251 236
49555484880497776282013427221869363200000
~2988632850590771127074478403481713633232777 38
611656270525001124395137158852787568640000000
~3845060427007541768627846249194005460112256457 240
854177981788164070217809042337917839605760000000
.77019621243399553535

rappel de la valeur exacte
> Xnmke(1,3,1,e0,20);
.77019621243399430166
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Au degré 50, On obtient 17 chiffres exacts:
> Xnmk(1,3,1,50); evalf(subs(e=e0,%),20);

~ 854177981788164070217809042337917839605760000000 8 ©  1826434842624000 93640458240
_ 12686025827, 2442451 ,,  53739053640528409 ,,
475634073600 68812800 3797158037815296000
__115008442097028009382055423707033  ,,  1559034343246447373206720718131 4
17836513417223614053664948224000000 217613235591399212855171481600000
__4385188488407736071730077879  ,;  42028528576803094956001
546461808125723469781401600000 4632013631072036192256000
__257507120191044203791  ,, 16697145450441044986692074073210150484708298524183
24822564544346849280000 4008941994525783369555583772039294393833033600000000
155 _1011171111300743643226818418671082508083684304436164317
1024~ 280423247509561612261726133727236300847257625821184000000
__40042944306288786029772620954555402541846250951632255230
11876089764583180653971461366289205712439098736640000000000
__22472302571093490638857911007743167053206384958190467
5808956950067860102486040885684937576736515636400000000
__ B90801640617175213628555478878133252665647164651000018262455609 s
281724411378005978142620542987730677283188901204994293760000000000
__BTG27349608780683950  ,, 77 ,  1222639383021402431637973903082183027 ,,
7290543432605363320000 247 209212573376714507241824207241216000000
264091921769045766730077226448598810251

T 49555484880497776282013427221869363200000
2988632850590771127074478403481713633232777 ¢ 884149 ,, 1997

~ 611656270525001124395137158852787568640000000 17694720 23040
.77019621243399430241

3845060427007541768627846249194005460112256457  ,, = 31 , 31051227754949 .18 1961513551 016
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2.3. Fonctions des inclinaisons intervenant dans les perturbations de 2 planetes

On consideére 2 planétes orbitant dans des plans non confondus, repérés chacun par son inclinaison et sa longitude du nceud par rappol
a un méme repére de référenoe;, yo zo. On développe ici les fonctions de ces inclinaisons qui interviennent dans le calcul.de la
distance mutuelle de ces 2 planetes. 25.1.3

2.3.1. Calcul du cosinus de I'angle entre les directions des 2 planétes

Soit S I'angle entre les vecteurs unitaires des directions des 2 planétes. On caleulg $i en fonction des éléments d’orbite de ces
planétes.

Le résultat est exprimé en fonction de la variable compléxe sin(%) exp (I (L — §2)) de chague planéte et de son conjugué noté
Y'b, oui est I'inclinaison de I'orbite de cette planéte sur un plan extérieur fixea longitude moyenne, €t sa longitude du nceud.
On aura aussi besoin de= exp (I (v — M)) , la fonction de I'’équation du centre déja rencontrée précédemment. Comme on l'avu a
cette occasion, cette fonction se développe en fonction de I'excentrigétél’intermédiaire des variableX( Xb) , ou (z, zb, L) avec
X =abexp(IL)ouzx = eexp(l w) . De maniére analogue en définissant

y=vexp(IQ) avec vy = sin(%)

etyb conjugué dey on a encoré” = yb exp (I L). On pourra alors obtenir finalement des développements fonctions uniqguement des
variables (x, xb, y, yb, L) associées a chaque planéte (les deux planétes seront dans la suite indi¢étg paans confusion avec
I'inclinaison i qui ne sera plus utilisée autrement que dans la variaple

Si ce n'est pas déja fait, commencer par exécuter la phaséidlisations, puis :

> with(linalg,multiply,dotprod,vector,matrix):
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Définition de I'opérateur matrice de rotation autour du premier axe :

> R1:=proc(ang) local u;
> u:=matrix(3,3,[1,0,0,0,cos(ang),sin(ang),0,-sin(ang),cos(ang)]);
> end:

Définission de I'opérateur matrice de rotation autour du troisieme axe :

> R3:=proc(ang) local u;
> w:=matrix(3,3,[cos(ang),sin(ang),0,-sin(ang),cos(ang),0,0,0,1]);
> end:

Les vecteurs unitaires des planétes j sont d’abord donnés dans deux repéres dont les plans de base sont situés chacun dans le
plan de chaque orbite et dont les premiers axes sont suivant le nceud de chaque orbite avec le plan extérieur fixe (poure&sidaune,
longitude vraie dans I'orbite €2 la longitude du nceud). L'angle que fait chaque rayon vecteur avec le nceud de I'orbite correspondante
est alorsw — .

> OPJi]:=vector(3,[cos(w[i]-Omegali]),sin(w[i]-Omegali]),0]);
> OPJj]:=vector(3,[cos(w[j]-Omegalj]),sin(w[j]-Omegalj]),0]);
OP; := los(w; — ), sin(w; — £;), (
OP; = kos(—w; + ), —sin(—w; + Q;), 0

Par 2 rotations (d’angles: et —2 autour des premier et troisieme axes), on rameéne ces 2 vecteurs unitaires dans le méme repére

extérieur:
> OPI[i]:=multiply(R1(-i[i]),OPi]):
> OPI[i]:=multiply(R3(-Omegali]),OP]i]);
> OPJ[j]:=multiply(R1(-i[j]),OP[j]):
> OPJ[j]:=multiply(R3(-Omega]j]),OP]j]);

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 2.3.1 e Page 40de 176

OP; := los();) cos(w; — ;) — sin(£2;) cos(4;) sin(w; — £;), sin(Q;) cos(w; — Q;) + cos(£2;) cos(i;) sin(w; — £2;), sin(i;) sin(w; — ;)]

OP; = [cos(£2;) cos(w; — ;) — sin(€;) cos(i;) sin(w; — ), sin(€;) cos(w; — ;) + cos(§2;) cos(i;) sin(w; — Q;), sin(é;) sin(w; — Q)

Leur produit scalaire donn®s(S) :

> cosS:=dotprod(OPJi],OP]Jj],’orthogonal’);
cosS = (cos(€2;) cos(w; — ;) — sin(£2;) cos(4;) sin(w; — §2;)) (cos(€;) cos(—w; + Q) — sin(;) cos(i;) sin(w; — Q;))
+ (sin(€2;) cos(w; — £2;) + cos(§2;) cos(4;) sin(w; — €;)) (sin(€2;) cos(—w; + ;) + cos(€2;) cos(i;) sin(w; — ;)
+ sin(i;) sin(w; — ;) sin(i;) sin(w; — ;)
On isole ensuite les sinus et cosinus des inclinaisons pour que ces derniéres ne soient pas mélangées aux longitudes lorsqu’on fere
des combinaisons d'angles. Pour cela, on introduit les sinus des demi-inclinaisonsy(hetésurs cosinus (Noté&s) :

> w:=subs(cos(i[i])=1-2*gammal]i]*2,cos(i[j])=1-2*gammalj]"*2,sin(i[i])=
> 2*gamma[i]*C[i],sin(i[j])=2*gamma]j]*C[j],expand(cosS)):

> cosS:=collect(combine(u,trig),cos);
088 1= 2; C;y; Cj cos(w; — Qi —w; + Q) — 27; Ciy; C; cos(w; — Qi +wj — Q) + (=2 7% + 752) cos(w; — 28, + w;)
+ 7% 752 cos(=2Q — wj + 2Q; + wi) + (3? — v ;%) cos(wi — 2 + wy) + (7% + 1+ %% 9% — ;%) cos(wi — wy)

On aura besoin par la suite de la différedtg = cos(.S) — cos(w; — w;). On l'obtient dés maintenant; c’est une fonction qui est
au moins de I'ordre du carré des inclinaisons :

> DeltacosS:=collect(cosS-cos(w[i]-w][j]),cos);
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DeltacosS := 2+~; C; v; C; cos(w; — Q; — wj 4+ ;) — 27 Ci v Cj cos(w; — Qi +w; — Q) + (—vi2 7,2 +;32) cos(w; — 285 + w;)
+ 7% 5% cos(—2 Qs — wj +2Q5 + wi) + (vi® — %?;%) cos(w; — 2Q; +wy) + (—%® + 7% ;% — ;%) cos(ws — wy)

On substitue enfin aux variableset Q2 les variablesy” et Yb, et aux longitudesv les fonctionsd dev — M (en identifiantw a
wtv=w+M-+v—M=L+v— M) Ceci est réalisé par cette procédure de conversion:

ENYYBTTA:=proc(s,i) local ss:
ss:=subs(gammali]=Y[i]*exp(I*Omegali])/exp(I*L[i]),s):
algsubs(exp(I*w[i])=theta[i]*exp(I*L[i]),%):
algsubs(1/exp(I*w[i])=1/thetal[i]/exp(I*L[i]),%):
algsubs(exp(I*Omega[i])"2=YDb[il/Y[i]*exp(I*L[i])*2,%):
algsubs(1/exp(I*Omegali])"2=Y[i]/Yb[il/exp(I*L[i])"2,%):
# subs(C[i]=sqrt(1-Y[i]*Yb[i]),%):

end:

vV V. V V V V V V

\Y

expand(convert(cosS,exp)): ENYYBTTA(%,i): ENYYBTTA(%,)):
> COSS:=collect(combine(expand(%),exp),exp);

16; 1Yb2Y;Yb; 16;YiYb; 1Yb> 16;Y;Yb; 16;Y0%Y> 1 5l ,
=(54 — = - = = - = = ~0:0; Y2 — = 0,0;Y;Y;2 Y0,
coss (29j 2 6,0, 2 6, T3 0,0, 2 0 T3 0; TRt T gl
1O Y. Y; Yo, Vb p oy 16 VB2V 1Y% 16,Y;Yb 1 Yh2YiYh 1 5
Sl e L = = — = - = — = 6,0,Y:?Y; Yb;
2 0; Je 7+ G T, 20:0, 2 0, 27 0:0, g vivi i 4i B0
1 16;Y;Y; Yb Yb; 16;Y;Yb; 16, C;Cj Yb; Yb; 6, C;Y; C; Yb,
*9z‘9‘Yi2 Yjtidy i e Bk i S IINA(—TLi+ILy) _ 225 i J JYiti g 4
totfiti Ty 0; 27 4, 25,° ' 0.0, T 0;
0;Y; C; Cj Yb;
-l——j j—eler;CZ}/JCj
0
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> expand(convert(DeltacosS*2,exp)): ENYYBTTA(%,i): ENYYBTTA(%,)):
> DDELTACOSS:=collect(combine(expand(%),exp),exp);

Pour une utilisation ultérieure, notons qu’on a calculé ici I'expression du daletle, .

DDELTACOSS :=

0,Y; Yb; Yb,2Y; Yb:  6; Yb2Y? 0;Y: Yb; 0,Y;Y: Yb; Yb;,  Yb;>
Il NP Vi (O Bt I°70 0 9.9.Y, Y2 Vb — I T ettty TV 19 [ (IL;—ILj)
(-, +0%4Y 6.0, & 05 Yi X5" £0s o, 0, *50,)¢
+

Y0,2Y; Yb;  Yb2 0, Yb;? Y ) 0;Y; Yo, 6,Y;Y; Yb; Yb; 0;Y; Yb, L
o i i i 0,0:Y2Y; Yb; — jLi Jlity % J 0,0, }/72 _ U= I\ (=1 L;+ILj)
6, Tae T 0, AU A 0 MR o, )¢

Y;C;C; Yb, C. Yb; Yb, O, Y; C; Y,
+29z 1050] b, —29i9j}@0iyj0j—2cbqg abl b +29]C7, éC] b;
J 1 V5 7

On observe qu’avec ces variablEsY b on obtient des expressions ou n'interviennent que les argumedts— L; }.

Sauvegrade des résultats principaux :

> save cosS, DeltacosS, COSS, DDELTACOSS, cat(chemin,‘cosS.m");

REMARQUE : Quand on remplace les variabléset Yb par les expressions suivantes, analogues a celles introduites pour les
excentricités:

Y=ybexp(IL) et Yb=yexp(—IL)

(tout comme on avait défink = zb exp (I L) et Xb = x exp (—I L) ), on obtient une expression ou interviennent 4 arguments :

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 2.3.1

sommes et différences des longitudes moyennes

ZE{LZ e Lj} et + {Lz = Lj}

COSSyij:=collect(combine(expand( subs(
X[i]=xb[i]*exp(I*L[i]),Xb[i]=x[i]l/exp(I*L[i]),
Y[i]=ybl[iT*exp(I*L[i]), Yb[i]=y[i]/exp(I*L]i]),
X[j]=xb[j[*exp(I*L[j]),Xb[j]=x[j)/exp(I*L[i]),
Igl]o?égh)]_*exp(l*L[J]),Yb[l]=y[l]/exp(l*L[J]),COSS)),eXp),eXp):

vV VVVVV

%

varxyij:=[x[i],xb[iL.y[il.yb[il. x[j].xb[iL.y[il.yb(ill:
varXYij:=[X[i[,Xb[i], Y[il, YB[i],X[I,Xb[j], Y[il. Yb[jI:
collect(TRONC(COSSyij,4,varxyij),exp);

4

2
(1 yj2 _lyi ybjyj _1 ij yb; ys _ Ci Csyi 5 _’_1 yi2 )e(_ILi_ILj)

1 | 1 1
+ (50005 b, — 5 0105 ybi” ybj yj + 5 0105 yb,” — 5 0.0 yb; yby® yi — 005 yb,; C; yb; Cy) e it L)

(1 O 10iybjy; 1 0iybiyb;yiy; L6 yilyb” 1 6iybiyi  0iyb,CiC; Uiy o Limt L)

29, 2 6, 2 0 2" 0, 2 4, 9,
+ (1 0; 10iybjy; 16;4by 1905 yi® yb;” + 0;Ciyb;Ciyi 10 ybib;yiys ) eI LitI L)
20, 2 0 27 6 27 0 0, 2 9,

® Page 43 de 176

On remarque qu’en étendantration d'inégalitéaux combinaisons entiéres de longitudes moyemries+ g L, , les termes de

COSSyidépendent de 4 inégalités, ayeet ¢ égaux a +1 ou -1, que I'on peut écrire sous la forme :

Clp,a,ns,ne,nr,nsy 0 057 4™ yb," y;"7 yb;" exp (I (p Li + q Ly))
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eSommaire

Chaque terme vérifie la propriété suivante :
ng — N5 +ng —ny =p+4q

comparable a la propriété de d’Alembert de rang 0 vue pour les séries en excentricités. Cela traduit en fait la méme propriété
d’invariance vis-a-vis des rotations du repére dans lequel sont mesurées les longitudes moyennes et celles des nceuds: Dans toute
rotation du repér® x( yo zo autour de I'axe zy, les inclinaisons sont inchangées tandis que les longitudes moyennes et celles des
noeuds augmentent toutes de la méme quapititéais dans chaque expression :

(e tne) o (1n8) exep (I (p Li + q L) + (n5 — ng) Qi + (n7 — ns) Q)

argument est augmenté de + ¢ + ns — ng + ny — ng) ¢ c'est-a-dire zéro. C(6.70)

Notons encore que, danss(.5), le degré globahg + n5 + ng + ny des termes en inclinaisons est un entier pair .
Evidemment, la méme propriété s’applique aux termes de I'expression analogue qu’on obtiendf2DBaTACOSSyij

Enfin, si on remplagait les fonctiors etd; par leur développement em,(xb, L), on obtiendrait de la méme facon des termes de
la forme :

C{pv%7L177L277L3;TL4=7L577L677L7;TL8} z;" xbim xjna xbjn4 yin5 ybins yjn7 ybjns exXp (I (p L; + qu))
ol p etq deviennent quelconques, mais on a toujours la propriété analogue due a la méme invariance par rotation :

ng =Ny +ng —nN3+neg—Ns+ng—ny=p+gq
Pour la suite, il sera intéressant de rester en variableg#) , mais en substituant une variable notéaexp (I (L; — L;)). On
obtient :

> COSSsig:=expand(subs(exp(I*L[i]-I*L[j])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[j])=1/s
> igma,COSYS));
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16,0 1oVb2Y;Yb; 106,Y;Yb; 10VYb® 106,Y;Yb; 10,0Vbh2Y:2 1
COSS . — = K3 = T J J = 1 1 k3 = 1 _ 7 J J = J 2 J 7919 Y‘2
T T2 60, > 9, 260, 2 9 2 6, gl
1 106,Y;Y; Yb; Yb; 16;Y2Yb2 1 Yb.2 10,Y:;Yb; 1Y;Yb; Yb?
77919 }/;Ybly2 - ) 7 J I i J - J _ =223 J - ? J
2 19 3 +2 9j 2 9j0' +29i9j0' 2 0'91‘ 2 91'(9‘7‘0'
719140]-}@21@ ij+leiojyf 16,Y,Y; Ybi Yb;, 16,Y, YbiJrl 0; CiC; Yb; ij+9j0icj Yb,Y;
2 g 2 g 2 0’91‘ 2 O‘Hi 2 62 g 9i Hj 92
0,C;C;Y; Yb;
+¢_gigjcicjyiyj

0;

Pour substituer &; etd; leur développement en fonction des varialbfesX b, il faut prendre des précautions pour ne pas engendrer
les nombreux termes de degré trop élevé qui ne manqueraient pas d’'arriver dans leurs produits. Pour obtenir une expression développée
a un degré maximum donné, on commence par éliminer les fon¢tidas dénominateurs (en donnant a leur inverse les fdninsu
Thj).

read cat(chemin,'kepler20.m’):
THETA10:=TRONC(THETA,10,[X,Xb]):
THETAB10:=TRONC(THETAB,10,[X,Xb]):

THETAI:=subs(X=X[i],Xb=Xb[i], THETA10):
THETAj:=subs(i=j, THETAI):
THETABI:=subs(X=X[i],Xb=Xbl[i], THETAB10):
THETABj:=subs(i=j, THETABI):
varXYij:=[X[i],Xb[i], Y[i], Yb[il,X[jI,Xb[j], Y[i], Yb[i]]:
varXij:=[X[i],Xb[i],X[j],Xb[j]]:
varXYije:=[X[i],Xb[i], Y[i], Yb[i],X[i],Xb[j], Y[j], Yb[i],Y[e], Yb[e]]:

vV V. V V V V V VVYV
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CONVTHETA:=proc(p,i,j) local s:
s:=collect(combine(expand(p),exp),exp):
s:=algsubs(1/thetali]="Tbi’,s):

s:=algsubs(1/thetalj]="Tbj’,s):
s:=subs(thetal[i]="Ti",theta[j]="T}’,s):
s:=subs(exp(I*L[i]-I*L[j])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[j])=1/sigma,s):
expand(sort(collect(s,sigma),varXYije));

end:

COSSXij:= CONVTHETA(COSS,i,j); nops(%);

vV V. V. V V V V V V

COSSXij := —C; C; Ti Thj Y; Tj2 Y; + C; C; Ti Thj Y; Yb; + C; C; Thi Thj Yb; TjY; — C; C; Thi Thj Yb; Yb,
1 1 1 1 1
+ 5 0 Tbi Tbj V0,2 Tj? Y2 — 5 @ Tbi Tbj Yb,2Y; Yb; + 5 0 Tbi Tbj Yb;® + 50 Ti ThjYi Yb; Y; Yb; — 5 o Ti Thj Y; Yb,

1 1 1 1 1 Ti Thj Y;% Yb,?
— 50 Ti ThjY; Yb; + 5.0 Ti Toj — 5 0 Ti Tbj TjY; Y0, V3 + 5 o Ti Thj TPy - =20 "

2 o
1 Ti Thj Vi® TjY; Yb; 1 Ti Thj Vi Tj> 1 Tbi ThjY; Yb; Yb;® 1 Thi Thj Yb;® 1 Thi Thj Tj>Y; Yb; Y; Y,
- = + = — = + = + =
2 o 2 o 2 o 2 o 2 o
1 Tbi Tbj Tj°Y; Yb; 1 Tbi Tbj Tj°Y; Yb, N 1 Tbi Tbj Tj*
2 o 2 o 2 o
22

> DDELTACOSSXij:= CONVTHETA(DDELTACOSS,i,j); nops(%):

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc oPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 2.3.1 e Page 47 de 176

DDELTACOSSXij := —2C; C; Ti Thj Y; Tj*>Y; +2C; C; Ti TbjY; Yb; +2C; C; Thi Thj Yb; Tj* Yy — 2C; C; Thi Thj Yb; Y,
+ o Tbi Thj Yb;> Tj?Y;? — o Thi Tbj Yb;*Y; Ybj + o Thi Thj Yb;® + o Ti TbjY; Yb;Y; Yb; — o Ti Tbj Y; Yb;
Ti Thj Y;* Yb,®  Ti Tbj Y;® Tj°Y; Yb,

g

— 0o Ti Thj Y; Yb; — o Ti Thj TjY; Yb; Y;2 + o Ti Thj T2 Y;2 +

g
N Ti Tbj Y;* Tj*  Tbi TbjYi Yb; Yb;* N Thi Tbj Yb;? N Thi Tbj Tj*Yi Yb; Y; Yb;  Tbi Tbj TjY; Vb,
g g g g g
Tbi Thj Tj*Y; Yb;
B g
20

Ces formulations sont ainsi utilisables par la procé W8 Squi substitue des séries entieres a des variables, en ne conservant que
les termes de degré inférieur a un degré donné (ici égal a 10):

deb:=time():

COSSXij10:=

SUBS([Ti=THETAI, Tj=THETA]j, Thi=THETABI, Thj=THETAB]],COSSX:ij,10,varXYij)
. print("durée=",time()-deb): nops(%); TRONC(%%,2,varXYij);

save COSSXij10, cat(chemin,’COSSXij10.m");
“durée=", 308.540
8374

vV V V V V
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1 1 11
— —0) Xb® + (= =

1 1
=) Xi X
U) +(5e 16 2

2_(ly 11 (L, 11w 0 o (9 _
)X = (30 + 55) Xi Xbi — (50 50+ 5 ) Xi Xb; + (45 —) Xb; X;

l\D\»—l
q\w

91 1
160 16

\
e
Q
+
D —
Ql—
S
A

1
i —CiC Y Y 4+ Ci 0y Y; ij+§aybi2+c,-,cj Yb;Y; — C; C; Yb; Ybj + (— a)Xﬁ

1 Yb;?
Yb;
+2 —(
1 1 11
P

J)ij+50'+§;

11 9 11 1
75) X Xbi + (g0~ 16 5 —) Xb;? +* VP~ (50 +
1

@ = =)0 F (=@

I
—
DN —
o= Q

o+ 52) Xb; X,

l\D\»—l

+55)Y;
1
g

Al 4
D= gl

11 11
— Z )X+ (=
20 9 20)3 (

+
D

deb:=time():

DDELTACOSSXij10:=

SUBS([Ti=THETAI, Tj=THETA], Thi=THETABI, Tbj=THETAB]],DDELTACOSSX:ij,10,va
rxXYij): print("durée=",time()-deb): nops(%);

TRONC(%%,2,varXYij);

save DDELTACOSSXij10, cat(chemin,'DDELTACOSSXij10.m";
“durée=", 192.531
6640

vV V VVVYV

}/;2
g

1 1
“!‘(—U—*)Yé Ybl—2CZCJY;Y}+2010jY; ij'f-U sz2+2CZCJ YbZ}/}—QCZC] sz YbJ+UYvJ2+(—O'—*)YYJ ij
a g

Vb,
g

+

2.3.2. Calcul des puissances deos(S) et de2 A.s CZ .
NI

Ces puissances interviennent dans le développement de l'inverse de la distance de 2 planétes, c’est-a-dire dans la fonction pertur-
batrice représentant leurs perturbations mutuelles. Les puissances( 8¢ sont nécessaires pour le développement en polyndmes
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de Legendre (voir efi.4.1) de cette fonction perturbatrice, tandis que celle2de,; = 2(cos(S) — cos(w — w')) servent dans
son développement en coefficients de Laplace (voiBé&nt) . On effectue le calcul de ces puissances a partir@i@Ss et de
2*DELTACOSSbtenus précédemment.

Si ce n'est pas déja fait, commencer par exécuter la phaséidlisations, puis
> read cat(chemin,‘cosS.m’);

On commence par remplacer les exponentielles complexes de la différence des londitudes moyennes par upe variable

COSSsig:=subs(exp(I*L[i]-I*L[j])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[j])=1/sigma,CO
SS):
DDELTACOSSsig:=subs(exp(I*L[i]-I*L[j])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[]])=1/si
gma,DDELTACOSS):

V V. V V

On veut mettre en facteur les monémes des variables Y b afin de pouvoir facilement extraire le coefficient de chacun de ces
mondmes.

> var=[Y[i,Y[]],Yb[i],Yb[j]l: degmax:=10;
degmaz = 10

On initialise la puissance 1 pour l'utiliser ensuite dans une boucle de calcul des puissances successives. On remarque que les 2
derniers termes de ce développement sont de degré 0 en inclinaisons. Pour limiter le nombre de termes calculés, on tronque le résultat
au degrélegmaxpar la procédurRODPOL. Ces développements sont assez "creux" (beaucoup de monémes possibles n'y sont pas),
ce qui expligue le nombre limité de termes a chaque puissance. Notons que les véfighlesstent dans ces développements sont
des fonctions non développéesXi®'b dont la valeur principale vaut 1 = /1 — YY).

> COSSY1l:=collect(COSSsig,var,distributed);
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16,0, ;2Y; Yb; 16;Y;2Yb;® 16,0;Y% 1
COSSY1 :=—-—2*+ 2 -3 2 9 2 I —90,0Y;Yb;Y;?-0,0,C.;C;Y;Y;
2 o 2 00 2 g 17 J gttty
16, 160 1Y; Yb; Yb,? 16, 160 0:;C;C;Y; Yb; 10,0 Yb,>Y;?
Z - Yb, Yo,V Y, — -+~ 9 —— L = N s try v o 2 Lt 7J
+(2 9i0+2 97) J 3 2 (gi(gjO' +( 291'0' 2 97) + (9‘7‘ 2 Hi
1 10 Yb2Y; Yb; 6,CiC; Yb;Y; 16; 160 1o Yb? C;C;Yb; Yb,
79l9 Y'Q—f ? J J J v ) e B Yb.Y: - [ A 2 J
+ jU g 2 9,03 01 +( 2010' 2 0]) J j+2 GLQJ 9,03

2
LYo, 16 1
— _|_, _‘_7

291'93'0' 292‘0' 2 9j

> for k from 2 to degmax do: deb:=time():
> COSSY.k:=PRODPOL(COSSY1,COSSY.(k-1),degmax,var):
> print(k,nops(%),time()-deb); od:

2,107, .051
3, 326, 2.559
4, 509, 12.971
5, 586, 28.980
6, 587, 43.150
7, 588, 55.939
8, 589, 71.090
9, 590, 83.260
10, 591, 96.400

A la place de ce calcul des puissances successives, on peut aussi effectuer le développéra€(ft)dié pourm quelconque,
c’est-a-dire calculer une puissance quelconquE@&S a un degré maxi donné (c’est finalement beaucoup plus rapide aussi) :
46 termes au degré 4, 130 termes au degré 6, 295 termes au degré 8, 581 termes au degré 10
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> deb:=time();: COSSYm:=mtaylor(COSSsig”"m,var,degmax+1):
> nops(%);time()-deb;

581

4.681

Il reste a sustituer une valeur numériqumat a simplifier I'expression pour obtenir une forme équivalente aux résultats obtenus
avec PRODPOL

> for k from 1 to degmax do: deb:=time():

> COSSYm.k:=sort(collect(expand(simplify(subs(m=k,COSSYm))),var,distribu
> ted),var): print(k,nops(%),time()-deb);od:

1, 19, .270
2, 107, .140
3, 326, .679
4, 509, 1.290
5, 586, 4.510
6, 587, 12.261
7, 588, 5.379
8, 589, 5.490
9, 590, 9.221
10, 591, 8.829
vérification:
> COSSYm10-COSSY10;
0
> save
> COSSYm1,COSSYm2,COSSYm3,COSSYm4,COSSYm5,COSSYm6,COSSYm7,COSSYm8,COSSYm
> 9,C0SSYm10, cat(chemin,'COSSYmla‘.degmax..m’) :
> save COSSYm, cat(chemin,'COSSYpuissm.m’) :
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Pour ZDELTACOSS qui est de degré 2 au moins en inclinaisons, il suffit d’atteindre la puisstagrea®? pour obtenir les
puissances de cette expression jusqu’au deéegénaxen inclinaisons.

> DDELTACOSSY1:=collect(DDELTACOSSsig,var,distributed);

60,0, Yi?Y; Yo, N 0:Y;® Yb;? I 0; Y

o Ojo o
0; Oio Y; Yb; Yb;? 0ic 0, 0. C;C;Y; Yb;  0;0Y;% Yb;?
) Yb Yb, VY - ——— L 4 (——— — )Y, Vb 2 . —J . 0;0,0Y;>
+(07O'+ 0]) g = 9,;9j0 ( Gj 970') u 9j * 07 * 795
O'ij Yb72 ij 9]‘ C,’ Cj 5/] sz Hio 9]' g YbLQ Ci Cj YbL YbJ ij2
= 2 = = Yb;Y; —2
97; Gj + 92 ( 9]' 97,0) 4 = + 91 Gj 91 9j + 91 9j g

> for k from 2 to degmax/2 do: deb:=time():

> DDELTACOSSY.k:=PRODPOL(DDELTACOSSY1,DDELTACOSSY.(k-1),degmax,var):
> print(k,nops(%),time()-deb); od:

2, 94, .020
3, 277, 1.639
4, 375, 5.980
5, 286, 5.980

L'autre méthode, avem quelconque, nécessite d’'ajouter un terande degré 0 (sinon divisions par zéro dantaylon), puis

d’y faire a = 0 . De ce fait, le calcul est moins performant; il faut méme éviter de simplifier 'expressiompquelconque (non
numérique):

> deb:=time(): DDELTACOSSYm:=mtaylor((a+DDELTACOSSsig)"m,var,degmax+1):
> nops(%); time()-deb;

581
4.631
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> for k from 1 to degmax/2 do: deb:=time():
> s:=simplify(subs(m=k,DDELTACOSSYm)):
i ;D_DELTACOSSYm.k::sort(colIect(expand(subs(azo,s)),var,distributed),var
> print(k,time()-deb,nops(%));
> od:
1, .280, 17
2, .169, 94
3, .651, 277
4, 1.339, 375
5, 3.391, 286
vérification:
> DDELTACOSSYm5-DDELTACOSSYS5;
0

save
DDELTACOSSYm1,DDELTACOSSYm2,DDELTACOSSYm3,DDELTACOSSYm4,DDELTACOSSYmS5,
cat(chemin,'DELTACOSSYm1la‘.(degmax/2).’.m" ):

save DDELTACOSSYm, cat(chemin,'DELTACOSSYpuissm.m’) :

vV V V V

Exemple de résultat (polynébmes des variablesYb; , Y; et Yb, , a coefficients fonctions des variables 6, etd; ):

> PRINTRONC(DDELTACOSSYm1,2,var);

92‘0' HJ 6‘1 Cl CJY; YbJ

0:0;Y;2Y; Yb; 0;0;Y;? 2

2t St 4 2T 90,0,C,C, Y Y + (— — Y; Yb; + 2 0,0,0Y;

- 7+ +7 . jC Cj J+( 9] 01'0') + 9] + ]U j
0,C;C.Y; Yb; 0,0 0, o Vb2 C;C; Yb; Yb;  Yb.?
Il Bk v AT I NY. YD, LY Wk v J J
+ 91 + ( Hj 910) J bJ + 07, 9j 01 0]' + 01 0j g
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2.4. Développement des coordonnées sphériques équatoriales d’'un satellite

Soit un satellitéS orbitant une planéte suivant un mouvement osculateur képlérien.

On calcule ici les 2 coordonnées sphériqaies 3 (latitude et longitude) du satellité dans le repére équatorial tourn@hty z lié
a la planéte@xy est son plan équatorial) , de fagon qu’elles soient exprimées en fonction des éléments ofjtapxi(;, v; — M;)
du satellite relatifs a un repére extérigidt, y, 2o, et en fonction des variables (angles d’Euler, ou variables d’Andoyer) représentant
l'orientation deOzxyz par rapport au méme repere extérieur. Les variables associées au satellite seront affectées diutaitisce
gue celles qui caractérisent notamment I'équateur de la planéte dépendront d'urindice

2.4.1. Calcul en fonction des angles d’Euler de la planéte

La planete est repérée par les angles d’Euler classiqugsi(, ®) du repére équatori@zryz mesurés par rapport au repére extérieur
Oz yo 2o (a ces angles correspondent les reperes interméd@ires, et Ouwz ou Ou est le nceud de I'équateur sur le pl@mg .

Pour mesurer la rotation propre de la planéte autour de so@axgar rapport au repere extérieur, on introduit I'angletel que
L,=Q.,+®doulontire® =1L, —Q,.

Si ce n'est pas déja fait, commencer par exécuter la phaséidlisations, puis :

> with(linalg,vector,matrix,multiply,dotprod):
et définition des matrices de rotation autour des premier et troisieme axes :
> R1:=proc(ang) local u;

> u:=matrix(3,3,[1,0,0,0,cos(ang),sin(ang),0,-sin(ang),cos(ang)]);
> end:
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R3:=proc(ang) local u;
u:=matrix(3,3,[cos(ang),sin(ang),0,-sin(ang),cos(ang),0,0,0,1]);
end:

=" er='e”

vV V.V V

On part des coordonnées du satelfitdans le reper®x’y’z’ ou Oz'y’ est le plan orbital et oWa’ est suivant le nceud de l'orbite
dans le plarOz, yo. Interviennent dona; la longitude vraie d& dans l'orbite ef?; sa longitude du nosud :

> 0S:=vector([cos(w[i]-Omegali]),sin(w[i]-Omegali]),0]);
0S8 = k?OS(’lUi — Qi)7 Sin(wi - Qi)v q

On ramene alor®Sdans le repére équatori@lzyz en effectuant les 4 rotations successives suivantes :

> OS:=multiply(R1(-i[i]),0S): OS:=multiply(R3(-Omegali]+Omegale]),0S):

> OS:=multiply(R1(I[e]),0S); OS:=multiply(R3(L[e]-Omegale]),0S);
0S = [cos(%?) cos(%1) — sin(%2) cos(i;) sin(%1),
cos(I) (sin(%2) cos(%1) + cos(%2) cos(i;) sin(%1)) + sin(I,) sin(é;) sin(%1),
—sin(l.) (sin(%2) cos(%1) + cos(%2) cos(i;) sin(%1)) + cos(I.) sin(i;) sin(%1)

%1 = w; 797;
%2 = Qi _Qe
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08 = [cos(%4) (cos(%2) cos(%1) — sin(%2) cos(i;) sin(%1)) — sin(%4) (cos(I.) %3 + sin([,) sin(4;) sin(%1)),
sin(%4) (cos(%2) cos(%1) — sin(%2) cos(i;) sin(%1)) + cos(%4) (cos(I.) %3 + sin(1.) sin(i;) sin(%1)),
—sin(I.) %3 + cos(I.) sin(i;) sin(%l)}

%1 = w; — Q;

%2 :=Q; — Q.

%3 := sin(%2) cos(%1) + cos(%2) cos(i;) sin(%1)
%4 .= —L,+ Q.

On isole ensuite les sinus et cosinus des inclinaisons pour que ces derniéres ne soient pas mélangées aux longitudes lorsqu’on fere
des combinaisons d’angles. On introduit pour cela les sinus et cosinus des demi-inclinaisong ¢h6tésspectivement).
Les 3 composantes d&@Sdans le repér®xyz sont alors égalesd@s(d) cos(3) , cos(d) sin(F) , sin(d):

for k to 3 do :
subs(cos(i[i])=1-2*gamma/i]*2,cos(I[e])=1-2*gammale]*2,sin(i[i])=2*gam
ma[i]*C[i],sin(I[e])=2*gammale]*C[e],expand(OS[K])):

combine(%,trig): if k=1 then OS[k]:= collect(%,cos) else OS[k]:=
collect(%,sin) fi: od:

‘cos(delta)*cos(beta)':=OS[1]; ‘cos(delta)*sin(beta):=0S|[2];
‘sin(delta):=0S][3];

vV VVVVVYV

cos(delta) x cos(beta) := 2, Cey; Ci cos(—Le + Qe + w; — ;) — 27 Ce 7y, Ci cos(Le — Qe + w; — Q)
+ (ve® 1® — %i? = ve® + 1) cos(—Le +w;) + (1 — ve® %) cos(—2Q + Le + w;) + (—7e % + 7e?) cos(—2 Qe + Le + wy)
—+ 762 ’)/1;2 COS(*LE —+ W; —+ 2 Qe = 2 97)
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cos(delta) * sin(beta) := 27e Cev; Cisin(Le — Qe + w; — Q) + 27, Ce i C; sin(—Le + Qe + w; — ;)
+ (1272 — 12 — 2 + 1) sin(—Le + w;) + (=72 + Ye27i2) sin(—2Q; + Le + w;) + 72 vi2sin(—Le + w; +2 Q. —29;)
+ (—¥e? + 76 1i?) sin(—2 Qe + Le + w;)

sin(delta) := (—47; Ci 2 + 27; C;) sin(w; — Q) + (=27 Ce + 2¥e Ce 732) sin(—Qe + w;) + 27, Ce ¥;2 sin(—2 Q; + Qe + w;)

Vérification :

> simplify(expand(

> subs(C[e]=sqrt(1-gamma[e]*2),C[i]=sqgrt(1-gamma]i]*2),

> ‘cos(delta)*cos(beta)~2+‘cos(delta)*sin(beta)~2+'sin(delta)*2)));
1

On transforme enfin ces composantes pour les exprimer en fonction des vatiabled s et L du satellite, et de celles analogues
définies pour la planétér, := v, exp (I ®) = 7, exp (I (L. — §2.)) et son conjugu&b..
Grace a la procédure suivante, on calcule d’'abord le sinus de la latitude :

ENYYBTTA:=proc(s,i) local ss:
ss:=subs(gammali]=Y[i]*exp(I*Omegali])/exp(I*L[i]),s):
algsubs(exp(I*w[i])=theta[i]*exp(I*L[i]),%):
algsubs(1/exp(I*wl[i])=1/theta[i]/exp(I*L][i]),%0):
algsubs(exp(I*Omegali])*2=Yb[i]/Y[i[*exp(I*L[i])"2,%):
algsubs(1/exp(I*Omegali])"2=Y[i]/Yb[il/exp(I*L[i])"2,%):
# subs(C[i]=sqrt(1-Y[i]*YDb[i]),%):

end:

vV V. V V V V V V

> co:=expand(convert(‘sin(delta)‘,exp)):

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 2.4.1 e Page 58 de 176

sind:=collect(combine(co,exp),exp,factor);
ENYYBTTA(co,i): ENYYBTTA(%,e):
SIND:=collect(combine(expand(%),exp),exp,factor);

sind 1= —Iv; C; (=1 + 27,2) el Twit ) 4 T O (=1 4 29,2) e @i I%) 4 [y, C, ;2 eRIU—TQe—Twi)
—I7.C, %_2 (=21 Qi+ QetTwi) 4 T (v = 1) (7 + 1) Ce e eI Qe—Tws) _ (v = 1) (v + 1) Ce e (=1 Qe+ w;)

IY,C, (0;®Y; Yb; — 0,2 — Yb2) eI Li=ILe) [, Yb, (14 0;Y;2 —Y; Yb;) e(-T LitI Le)
91‘ 91‘
I(-Yb+6,°Y:)C; (2Y. Yb, — 1)
0;

SIND :=

_|_

On calcule ensuite les deux autres coordonnées, rassemblées en un nombre comepl(éxexp (I 3); c'est une variable com-
plexe représentant les coordonnées équatorialésddems le repére équatorial lié a la planéte .
On exprime enfin cette variable complexe et son conjugué dans les mémes variabled due

co:=expand(convert(
‘cos(delta)*cos(beta)'+1*‘cos(delta)*sin(beta)‘,exp)):
cosdexpb:=collect(combine(co,exp),exp,factor):
ENYYBTTA(co,i): ENYYBTTA(%,e):

COSDEXPB:=collect(combine(expand(%),exp),exp,factor);

vV V. V VYV

co:=expand(convert(
‘cos(delta)*cos(beta)'-1*‘cos(delta)*sin(beta)‘,exp)):
cosdexpbb:=collect(combine(co,exp),exp,factor):
ENYYBTTA(co,i): ENYYBTTA(%,e):

COSDEXPBB:=collect(combine(expand(%),exp),exp,factor);

vV V V VYV

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 2.4.1 e Page 59 de 176

(912 Y; Yb, _ 91’2 _ Ybi2) (Ye Ybe _ 1) e(l L;—IL,.) N Yb€2 (1 + 912 Yi2 -Y; sz) 6(_1 L;,+IL.)

DEXPB :=
coS ) 0,

C. C; Ybe (= Yb; + 6,2Y;)

2
+ 0,

Y2 (6:°Y: Yo — 0, — ¥b,°) el LI L) (14 6,°Y:° - Y, Yby) (Y Yb — 1) el T EitI L)

DEXPBB := —
cos 0, )

C.C; Y, (—Yb; +6;°Y;)
f2 9

Vérification: on a biercos? § +sin®§ = 1 .

> simplify(expand(

> subs(Cle]=sqrt(1-Y[e]*Yb[e]),C[i]=sqrt(1-Y[i]*Yb][i]),
> COSDEXPB*COSDEXPBB+SIND"2)));

1
> simplify(expand(
> subs(C[e]=sqrt(1-gamma[e]*2),C[i]=sqrt(1-gamma][i]*2),
> cosdexpb*cosdexpbb+sind”2)));

1

Sauvegarde des résultats :

> save ‘sin(delta)’,sind,cosdexpb,cosdexpbb,SIND,COSDEXPB,COSDEXPBB,
> cat(chemin,‘sincosd.m");

Pour obtenir un développement completement exprimé en fonction des excentricités et inclinaisons, il faut y sjljsitigem
développement en fonction des variablesxb, mais il faut prendre des précautions pour ne pas engendrer les nombreux termes de
degré trop élevé qui ne manqueraient pas d'arriver dans leurs produits. Pour obtenir une expression développée a un degré maximum
donné, on commence par éliminer les fonctiGndes dénominateurs (en donnant a leur inverse le Tibim
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read cat(chemin,'sincosd.m’);
read cat(chemin,'kepler20.m):
Dmax:=10;

\Y

Dmaz := 10
THETA10:=TRONC(THETA,Dmax,[X,Xb]):
THETAB10:=TRONC(THETAB,Dmax,[X,Xb]):

THETAI:=subs(X=X{i], Xb=Xb[i], THETA10):
THETABI:=subs(X=X]i], Xb=Xb[i], THETAB10):
varXYij:=[X[il, Xb[il, Y[il, YB[il, X[l Xb[il, Y[il, Yo [i]]:
varXij:=[X[i],Xb[il, X[i], Xb[il:
varxYie:=[X[i],Xb[i], Y[i], YbIi, Y[e], Yb[e]]:

vV V. V V V V.V

CONVTHETA:=proc(p,i,j) local s:
s:=collect(combine(expand(p),exp),exp):
s:=algsubs(1/theta[i]="Thi’,s):

s:=algsubs(1/thetalj]="Thj',s):
s:=subs(theta[i]="Ti",theta[j]="T}',s):
s:=subs(exp(I*L[i]-I*L[j])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[j])=1/sigma,s):
expand(sort(collect(s,sigma),varXYije));

end:

SINDi:=CONVTHETA(SIND,i,e): nops(%):

vV V. V. V V V V V V

> COSDEXPBi:=CONVTHETA(COSDEXPB,i,e): nops(%):

> COSDEXPBBi:=CONVTHETA(COSDEXPBB,i,e): nops(%):
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Ces formulations sont ainsi utilisables par la procédure SUBS qui substitue des séries entiéres a des variables, en ne conservant que
les termes de degré inférieur a un degré donné (ici égal a 10):

> SINDXYielO:= SUBS([Ti=THETAI,Tbi=THETABI],SINDi,Dmax,varXYie):
> nops(%); TRONC(%%,2,varXYie);

402

—IC’ZX,YZ—IC’le Ybl—‘rIO'CeXZYe—F
1C, Yb,

I1C.X; Y I1C. Xb; Y
M—Flcl)(bln—FIClel Ybi—IO'CeXbiY'e—M—IOi}/i
g g

+1C; Yo +10C.Ye —

g
> COSDEXPBXYiel0:=
>  SUBS([Ti=THETAI, Tbi=THETABI], COSDEXPBIi,Dmax,varXYie): nops(%);
> TRONC(%%,2,varXYie);
418

9 1 Yb,2
gaxﬁ — o0 X; Xb; — gaXbﬁ — oY Yb;+2C.C;Y; Ybo +0 Yb;2—2C.C; Yb; Ybo — Y, Ybo+ —— +0 X;, —0 Xb; + 0
g
> COSDEXPBBXYiel0:=
> SUBS([Ti=THETAI, Thi=THETABIi], COSDEXPBBi,Dmax,varxXYie): nops(%);
>  TRONC(%%,2,varXYie);

418

X2 X;Xb;, 9 Xb®2 Y® Y, YW Y, Vb, X; Xb; 1
— + + — . + +

1
—= —2C.C;Y;Y,+2C.C; Y0, Y, +0Y.2 -
8 o o 8 o o o o o o o

> save SINDXYiel0, COSDEXPBXYiel0, COSDEXPBBXYiel0,
> cat(chemin,'SINDCOSDXYiel0.m");
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On transforme enfin ces fonctions pour leur usage dans le développement, par inégalités, des fonctions harmoniques sphériques en
4.3.2(ony remplace simplemenkp (I (L; — L.)) par la variabler ):

> SINDsig:=collect(subs(exp(I*L[i]-I*L[e])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[e])=1/
> sigma,SIND),varYie,distributed);
IY.C.(0:Y; Y — 6,° — Yb*)o  IC. Y. (1+6,°Y;® - Y, Yby) N I(=Yb; +602Y;)Ci (2 Yb. Y, — 1)

SINDsig = 5, 6o )

> COSDEXPBsig:=collect(subs(exp(I*L[i]-I*L[e])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[e]
> )=1/sigma,COSDEXPB),varYie,distributed);

(02Y; Yb; — 0,2 — Yb;?) (Yb. Y, — 1) o N Vb2 (14 6;2Y;? —Y; Yby) g C,C; Yb, (—Yb; + 6,2 Y;)
92‘ 91'(7 ei

COSDEXPBsig :=

> COSDEXPBBsig:=collect(subs(exp(I*L[i]-I*L[e])=sigma,exp(-I*L[i]+I*L[e
> ])=1/sigma,COSDEXPBB),varYie,distributed);

Y2 (6:2Yi Yo — 02 = Yb:*)o  (14+6,°Y:" —Yi YD) (Yo Yo —1) o CeCiYe (- Yb; + 6,2 Y;)

COSDEXPBBsig := —

> save SINDsig,COSDEXPBsig, COSDEXPBBsig,
> cat(chemin,'SINDCOSDEXPBsig.m"):
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3. Développements de fonctions perturbatrices de planetes

3.1. Introduction

On se propose de construire le développement analytique de la fonction perturbatrice d'une planéte d’'un systéme planétaire. On
suppose cependant que I'on recherche ces développements en fonction des éléments osculateurs des orbites de ces planétes. On utili
pour cela les développements du mouvement képlérien et ceux en inclinaisons introduits dans la premiére patrtie.

Dans le cas du mouvement héliocentrique des planetes, la fonction perturbatrice de la/plaaéta planete’; de massen ; est

de la forme :
1 7icos(S)

ij(A_?)

ou A est la distance mutuelle des 2 planéteS €angle entre leurs deux rayons vecteu®tr; . La fonctioni contribue a la partie
directe de la perturbation et I'autre fonction a la partie indirecte. Dans ce qui suit, on propose de développer chacune de.ces deux
parties en fonction des éléments orbitaux des deux planétes. 25.1

3.2. Initialisations

On relit les développements én, Xb, Y etY'b construits dans la premiére partie, et on les prépare a pouvoir étre utilisés pour deux
corps d’indiceg et j . On demande ci dessous un degré maxi égal a 10 pour pouvoir utiliser les développements construits a ce degré
dans les sections précédentes:

Si ce n'est pas déja fait, commencer par exécuter la phaséidlisationsgénérales, puis :
read cat(chemin,‘cosS.m’):

read cat(chemin,‘sincosd.m’):

read cat(chemin,'kepler20.m):

read cat(chemin,'COSSYmlal0.m"):

read cat(chemin,'DELTACOSSYm1la5.m’):

read cat(chemin,’Xnm10.m?");

vV V. V V V V
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read cat(chemin,'COSSXij10.m");
Dmax:=10;
Dmaz := 10

ASR:=TRONC(ASR,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(ASR,3,[X,Xb]);
RSA:=TRONC(RSA,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(RSA,3,[X,Xb]);
THETA:=TRONC(THETA,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(THETA,3,[X,Xb]);
THETAB:=TRONC(THETAB,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(THETAB,3,[X,Xb]);
PRODPOL(THETA, THETAB,Dmax,[X,Xb]);

390625 9 1 1

TR X0 4+ 4, 1—6X3 - 173)(?)(3; — 175)()(132 +
78125 510 3 3 3 1 1

3 1 1 1
- e = X3 S X2Xb4+ — XX — X - S X2+ S X Xb— S Xb2— X — = Xb+1
200304 = T T 16 16 16 1 T3 4 2 g A0t

25937424601 1 1
25937424601 110 X2 Xb— = X+ X2~ X Xb— - XB?+ X — Xb+ 1
3715891200 1 12 8 8

5 1

4782969 1 4 9
e x4 X3 S X X4+ X - S X2 - X Xb+ - X2 — X+ Xb+1
45875200 ’ T 4 *3 8 *3 TA

vV V. V V V

1 1 1 1
Xb3+§X2+§Xb2+§X+§Xb+1

)
16

4
- X3 -
» Tt g

1
ASRj:=subs(X=X][j],Xb=Xb[j],ASR): ASRi:=subs(j=i,ASRj):
RSAi:=subs(X=X[i],Xb=XDb[i],RSA): RSAj:=subs(i=j,RSAI):
THETAI:=subs(X=X[i],Xb=Xb[i], THETA):
THETAj:=subs(i=j, THETAI):
THETABI:=subs(X=X[i],Xb=Xbl[i], THETAB):
THETAB|:=subs(i=j, THETABI):
varXYij:=[X[i],Xb[i],X[j],Xb[j1, Y[il, YB[i], Y [i], Yb[i]]:
varXij:=[X[i],Xb[i],X[j],Xb[j]]:
varxyij:=[x[i],xb[i],x[j].xb[j],y[i].yb[i].y[i].yb[i]l:

vV V. V V V V V V V
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3.3. Développement de la partie indirecte planétaire classique (cas héliocentrique)

Dans un probléme planétaire en variables héliocentriques, la partie indirecte de la fonction perturbatrice de |B; glartétdée par
P;, fait intervenir 'expression
r; cos(S)
7']'2
. On la développe ici directement sous plusieurs formes, jusqu’a un degré maxiegimxdonné en excentricités et inclinaisons :
Tant que ce degré est faible, il est possible d’effectuer un calcul complet; sinon, on propose une méthode de calcul ou une Iconque
"inégalité" donnée peut étre développée a un degré élevé. 25.1.3

3.3.1. Calcul complet (degrés faibles)

(Il faut avoir exécuté au préalable la partienftialisations")
> degmx:=4;
degmzx = 4
ASR:=TRONC(ASR,degmx,[X,Xb]): PRINTRONC(ASR,2,[X,Xb]);
RSA:=TRONC(RSA,degmx,[X,Xb]): PRINTRONC(RSA,2,[X,Xb]);
THETA:=TRONC(THETA,degmx,[X,Xb]): PRINTRONC(THETA,2,[X,Xb]);
THETAB:=TRONC(THETAB,degmx,[X,Xb]): PRINTRONC(THETAB,2,[X,Xb]);

vV V. V V

2 1 1 1 1
SXA 44+ X2 S XBP - X+ - Xb+1
S XL e 5 X +5 X+ 5 X0+

1 1 1 1 1 1
Xt 4, - X2 XX - XWX — =~ Xb+1
6 Tt 4 +2 4 2 2 U
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625 9 1
Xt 4+, X2 XXb—=XbP4+ X —Xb+1
3sa 0 Ty 8 + +
9

—mx‘l, + ot —éXQ—XXb—s—%XbQ—X—i—Xb—H
ASRj:=subs(X=X[j],Xb=Xb[j],ASR): ASRi:=subs(j=i,ASR}j):
RSAi:=subs(X=X[i],Xb=XDb[i],RSA): RSAj:=subs(i=j,RSAI):
THETAI:=subs(X=X[i],Xb=Xb[i], THETA):

THETA]j:=subs(i=}, THETAI):

THETABI:=subs(X=X[i], Xb=Xb[i], THETAB):

THETAB|:=subs(i=j, THETABI):

vV V. V V V V

On obtient d’abord le développement de la partie indirecte au dignéxen variablesX, Xb,Y, Yb des 2 planétes et en fonction
de la variabler (introduite dansCOSSXij1®

> Uind:=mtaylor(RSAI*ASRj*2*COSSXij10,varXYij,degmx+1):. nops(%);
202

> UindXYij:=collect(combine(expand(Uind),exp),exp): nops(%);

262
> collect(TRONC(UindXYij,2,varXYij),sigma);

1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 3 27

X Xb; — =X, Xby — - X; Xbj+ — X2+ = X0 AoV Yi Y+ — X2+ YRS X, — Y Yh; — © Xb + — Xb,?

(2 T4 gt g g 3 2 Tt Tttty g Yi Ybi =7 Xbit 75 X0,
1 3 1 1 1

+ij+§—§Xbiij)a+cicmij—cicjmfj—cicjYbinj+cicjYbixg+(r6xi2+r6ij2—1XiXbi

1 3 13 3 1 1 27 1 1 1 1

SYP LXK X, o+ = XbP - X4+ - Xb X; — 2 Y Vb + — X2 i — = X; Xb; — ZY; Yb; + = Yb;® + = Xb;

+5 5 it T 1 1%+ 3 i~ + 16 XX = X Xby = SV Vb + 5 Y+ L Xbi)fo
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On peut transformer ce développement en I'exprimant en fonction des variablies, yb définies patX = b exp (I L), Xb =
zexp(—IL)etY =ybexp(IL),Yb=yexp(—IL):

Uindxyij:=collect(combine(expand( subs(sigma=exp(I*L[i])/exp(I*L[j]),
X[i]=xb[i]*exp(I*L[i]),Xb[i]=x[i]/exp(I*L[i]),

Y[i]=ybl[iT*exp(I*L[i]), Yb[i]=y[i]/exp(I*L]i]),

X[j]l=xb[j*exp(I*L[]). Xb[j]=x[jl/exp(I*L[j]),

:gl]osségh)]*exp(l*L[J]) ,Yb[jl=ylil/fexp(I*L[i]),UindXYij)),exp),exp):

VVVVVYV

50
> collect(TRONC(Uindxyij,2,varxyij),exp);

1 3 27
Zmbl 6(21L,—IL )+ 6xb e(gILL_IL_])+§e(21Lb_2ILJ) .Z'blxj _56(_211/‘1) xlx]+T6xj2e(ILL—3ILJ)+6(IL,—2ILJ)$‘7
3

. e@TLy) gp h; + 56(721Li+21L ) ab; + 27 xb 2 o(~ITLi+31IL;) 4 o(~ILi+21L;) zh; + ixf e(—31 Li+1I Ly)

—IL;—ILj)

1 3 1 1 1 1
+1x¢e(’2“i+”j)fze(ILf)xbﬂr( 24+ — ;2 z;% — C; Ciyiy; + = wi2) el

2 16 16 2
3
+ (=Ci C; yb; yb, o xb + = yb + - yb -l——xb )e(ILi“L-f)—Ze(_ILJ')xi

i E L
+(—§ yb; yi + Ci C; ybiyj—zwbjx.ﬂrg—Zwbifci—ﬂbjyj)e(”’ )
11

1 1 1 . v
+ (5 1 zh; x; — 3 yb;y; — 3 yb;yi + Ci Cjyi yb; — 7 zh; x;) e(~1 Lit1Ls)

Si I'on veut revenir & une forme explicite des excentricités et inclinaisons, on utilisez exp (I @) ety = ve Y (on notera
gue dans les instructions suivantegeprésente la longitude du périhélie a la placeje

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 3.3.1 e Page 68 de 176

Uindei:=combine(
subs(x[i]=e[il*exp(I*omegali]),xb[i]=e[il/exp(I*omegali]),
ylil=gamma][i]*exp(I*Omegali]),yb[i]l=gamma]i]/exp(I*Omegali]),
X[j]=e(il*exp(I*omegalj]),xb[j]=e[i/exp(I*omegalj]),
ylil=gammalj]*exp(I*Omegal(j]),yb[j]l=gammaljl/exp(I*Omegalj]),
expand(Uindxyij)),exp):  nops(%);

VVVVYVYV

262

La forme suivante, trigopnométrique, permet éventuellement la comparaison avec les développements qu’on trouve dg-maniére
classique dans les manuels (cf. Cours de Mécanique Céleste) (6.69)

> varegammaij:=[e[i],e[j],gammali],gammalj]]:
> TRONC(Uindei,4,varegammaij):
>
>

Uindei:=collect(convert(%,trig),cos): nops(%);
collect( TRONC(Uindei,2,varegammaij),cos);
75

1 1
—2 Cl Cj Vi Vg COS(*LZ‘ - Lj -+ Qz + Qj) + 201 Cj Vi Vg COS(*LZ' + Lj + Qz — Q]) + (7* €j2 — ’}/1'2 +1-— 5 61‘2 — ’Yj2) COS(*LZ‘ + L])

2
3 1

— 367‘, € COS(2 Lj — W; — wj) + g 62‘2 COS(—3 LIL' + Lj + 2wi) + g COS(LZ‘ + Lj — Qw,») €i2 + ’Yi2 COS(—LZ‘ — Lj + QQL)
3 1

+ 752 cos(—L; — L; +2Q;) — 26 cos(Lj —w;) +2cos(—L; +2L; —wj)e; + = cos(—2L; + L; +w;) e

1 27
+cos(—2L; +2L; +w; —wj)e; e + 3 ej2cos(L; + Lj —2w;) + 5 ej2cos(—L; +3L; —2w;)

Pour rendre compatibles le développement de cette partie indirecte avec celui de I'inverse de la distance on procéde aux transfor-
mations suivantes :

On substitue les variablasety aux variablesX etY (on az = Xb exp (I L)... ) , mais on y remplacexp (I L) par une variable
eL, ceci pour permettre des manipulations de polynédmes généralisés (polyndmes dont certaines variables peuvent étre a des degrés
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négatifs). Ony remplace alors aussi= exp (I (L; — L;)) par gfé :
J

> Uindxyijl:=subs( X[i]=xbl[i]*eL[i],Xb[i]=x[i]/eL]i],
> Y[i]=ybl[iP*eL{i], Yb[i]=y[il/eL[i], X[i]=xb[j]*eL[j],Xb[i]=x[j}/eL],
> Y[j]=yb[j*eL[j],Yb[j]=ylil/eL[j],expand(UindXYij)): nops(%);
> Uindxyij2:=expand(algsubs(1/sigma=eL[j]/eL][i],Uindxyij1)):
> nops(%);
> Uindxyij:=expand(algsubs(sigma=eL][i]/eL[j],Uindxyij2)):nops(%);
> op(2,%%);
262
262
262
27 J,'j2 eLi
E 6Lj3

> save UindXYij,Uindxyij, cat(chemin,'Uind‘.degmx..m‘):

3.3.2. Calcul par inégalités

Quand deux ou plusieurs corps sont en interactionjnggalité est par définition une combinaison linéaire entiére de leurs longitudes
moyennes, par exempieL; — 4 L;. Comme on le voit dans le développementdedxy du paragraphe precédent, les inégalites y
interviennent par leur exponentielle complexe , sous la forme:

2 Clp,q.m1,n2,m3,na,ns, me, g, ms} T 80" 2" xb;™ " yb"e y; " yby" exp (I (p Li + ¢ Lj))
{p,q,n1.5}€{Z2, N8}

L'ensemble des monémes qui peuvent se mettre en facteur de I'exponentielle d'une méme inégalité est appelé coefficient de cette
inégalité. On peut en fait calculer directement ce coefficient, sans avoir a effectuer le développement complet. On utilise pour cela

ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple e DevMC e section 3.3.2 e Page 70de 176

la propriété de d’Alembert qui permet de déterminer quels sont les mondmes des veriables, x;, zb;, vi, yb;, y;, yb;} qui
intervinnent dans le coefficient d’'une inégalité. On part pour cela de la fagon de congk@%@ a partir des développements du
=i

J
mouvement képlérien et des(.S), aboutissant a la forme générale des développements en excentricités et inclinaisons ou, lorsqu’on
utilise les variablesy , Xb, Y etYb, les longitudes moyennes n’interviennent que par leur différence (présente ci-dessous dans la
variableo ):

E : C{P, q,n1,n2,n3, N4, N5, N6, N7, N8 } Xb;" X" ijn3 Xin4 Yo" y;" ijn7 Yins o"
{p,q,n1.8}€{Z2%, N8}

Le passage aux variabl¢s;, =b;, x;, zb;, yi, yb,, yj, yb;} montre qu'on a alors les relations :
Ng—n1+ng—ns+k=p et ng—ng+ng—nr—k=gq
d’ou I'on tire encore
Mg —MN1+MNg—N3+Ng—N5+Ng—N7y=p+(q avec ng + ns + ng + nry

Dans le développement des(S) on a seulemerit = —1, k = 0 etk = 1, mais dans celui dgos(.S)]™ on auraitc compris entre
—n et+n.

La quantitéC; = p + ¢ est appeléearactéristique de I'inégalité, celleCy; = no — ny + ng — ng + ng — ns + ng — ny est
appeléecaractéristique du mondme la propriété de d’Alembert s’écrit donc encor€'’; = C),. C(6.71)
On se sert de ces relations pour déterminer quels sont les monémes présents dans le coefficient d’'une inégalité donnée. Le pro-

gramme suivant : "initmo" , réalise la détermination des};_; s dont la combinaison précédente vayt= C},, et correspondantz\

des monémes de degré compris eldrain etidmax X22

> read cat(chemin,"initmo.pr"):

#
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# initmo:=proc(idmin,idmax,icara,parite,code)

#

# Ce programme cree la liste de tous les mondmes a deux planetes pour des degres
# inferieurs ou egaux a idmax, ayant une parite en inclinaison donnee

# et une caracteristique donnee ([3]).

#

# idmin : degre minimum en excentricite-inclinaison (in)

# idmax : degre maximum en excentricite-inclinaison (in)

# parite: parite en inclinaison (0 : pair, 1 : impair ) (in)

#icara : caracteristique des monémes (in)

#tmon : liste des monémes (deg,expos des 8 variables) (out)

# nbp : nombre d’elements de tmon (out)

# sortie codée (si code=1) ou explicite (si code=0) ou les deux (si code=2)
#

Exemple, liste des mondmes de degrés entre 0 et 3 d’'une inégalité de caractéristique 2 paire en inclinaisons (paigxample
2L.ou(p+2)L; —pLe quelque soip ) :

> initmo(0,3,2,0,0); nops(%);
[[1~ 27 ybiQ]a [1~ 27 xbiQ]a [37 27 yb; ybi]7 [3/ 27 mbl xb]]7 [27 2a yb72]7 [2* 27 beQH
6
Les indicesi et j indiquent les variables des planétes intérieure et extérieure respectivement;
le premier chiffre indique quels corps sont impliqués dans le monéme €brps intérieur seul, 2> corps extérieur seul et3-

deux corps), le deuxieme donne le degré du mondme. Avec le code 1, les monémes sont donnés par les dapsdamtie des
variables{zb;, z;, xb;, zi, yb;, y;, yb;, yi} -

> initmo(0,3,2,0,1); nops(%);
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[[17 27 07 07 07 07 07 07 27 0}7 [17 27 07 07 27 07 07 0’ 07 0]7 [37 27 O? 07 07 0’ 17 07 17 0]7 [37 27 1’ 07 17 07 07 07 07 0]7
2,2,0,0,0,0,2,0,0,0][2 2 2,0,0,0,0,0,0, 0]

6
> initmo(0,3,2,0,2);

[[15 27 07 07 07 07 07 Oa 27 07 ybi2}7 [1a 27 07 07 27 07 07 07 Oa Oa zbi2}7 [37 27 07 07 07 07 17 Oa 17 07 yb] ybv]a
3,2,1,0,1,0,0,0,0,0, zb; ab;], [2, 2, 0,0,0,0,2,0,0,0, yb,’], [2,2,2,0,0,0,0,0,0, 0, 2b,7]]

?

Autre exemple : Les mondmes présents dans I'inégalité séculaire (indépendante des longitudes moyennes) ou des inégalités de
caractéristique nulle sont, jusqu’au degré 2 : 1 terme de degré O et 8 termes de degré 2 :

> initmo(0,3,0,0,2); nops(%);

[[07 0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1}, [17 2,0,0,0,0,0,0,1, 1, ?/bt yl]7 [17 2,0,0,1,1,0,0,0,0, rbl ‘Ti]7 [3, 2,0,0,0,0,0,1, 1, 0, Yj ybz]*
[37 27 07 1, 1 07 07 Oa 0, 07 T:bl 7;J]a [37 27 Oa 07 0, 07 1 07 07 17 be yL]a [37 2a 17 0, 07 1 07 07 07 Oa Ty rbj]7
[23 2,0,0,00,1,1,0,0, yb] y]]) [27 21100,0,0,0,0, lb] ‘LJH

9

Dans une série, les diverses inégalités de méme caractéristique correspondent chacune a une valeur précise dé texposant
variables dans son développement en variablesXb, Y etYb. Pour une inégalitg L; + ¢ L; de caractéristiqug + ¢ donnée, on
obtient des 8-upletén,, na, ns, n4, ns, ng, n7, ng} pourlesquels on & = p +ng —ny +ng —ns OUL = Ny — N3 +ng — Ny — q.

Les inégalités trouvées a un degré donné dans le développement ¢ doivent satisfaire & = 0, 1, ou—1.

. ,2 . N . ~ , .
L'expression de% est, au facteurcg—i pres, le produit degii , de(%)2 et de cosh) , lui-méme dépendant des 4 variables
0
Y;, Yb;, Y, Yb;, ded;, 6; et dec . Pour calculer le coefficient d’'un monéme défini par son 8-uplet, il suffit donc de rechercher
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d’abord si en facteur des variables d'inclinaison dans I'expressi@o«dé), la variables se trouve a la bonne puissance (valeukde
tirée de 'une des expressions précédentes paiy donnés); ensuite, avec les puissanees § ded; etd; (qui valent soit+1 soit
—1 danscos(.9)) trouvées dans ce mondme, on n'a plus qu'a rechercher le coefficient du mon&iie Eh; dans le développement

de %Hﬁ et celui enX;, Xb; dans le développement cdé%ﬁ 0,°. Ces deux coefficients sont en fait des coefficients de Hansen,

calculables par I'une ou I'autre des méthodes vues précédemment. Le coefficient final est le produit de ces deux coefficients et de celui
trouvé dansos(S).

Pour extraire le coefficient d'un mon6me donné par les exposants des 4 variadti&d , on peut utiliser la procédure COEFTTS
suivante, ots est un développement exprimé en fonction des quaritjtés; et dec (commecos(S) ou une de ses puissances). On
donne le développemeset les 4 exposants, nbi, nj, nbjdes variabled’, Y;, Yb,, Yb;; on entire la liste des exposants#jed; et
o et le coefficient de ce monéme.

COEFTTS:=proc(s,ni,nbi,nj,nbj) local c,r k,km:
r:=table(): km:=1:
c:.=coeff(coeff(coeff(coeff(s, Y[i],ni),Y[j],nj), Yb[i],nbi),Yb[j],nbj);
if type(c,'+') then

km:=nops(c):

for k from 1 to km do

r[k]:=COEF(op(k,c)):

od

else r[1]:=COEF(c):

fi:

RETURN([seq(r[k],k=1..km)]):

end:

vV V.V V V V V V V V V V

> COEF:=proc(u) local ui,uj,us,cf:
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> ui:=degree(u,theta[i]); uj:=degree(u,theta[j]);us:=degree(u,sigma);

> cf:=coeff(coeff(coeff(u,theta][i],ui),thetalj],uj),sigma,us);

>  RETURN([ui,uj,us,cf]):

> end:

exemples :

le coefficient de¥;* Yb; Yb; dans le développement des?(5) a deux termes 69 x 69 x o~ x (=2C; C;) et6? x 65> x o x
(=CiCj):

> COEFTTS(COSSYm2,2,1,0,1);

[0, 0, -1, =2C; Cyl, [2, =2, 1, —C; C;]]
> COEFTTS(DDELTACOSSYm2,2,1,0,1);

(2, =2, 1, —4C; Cy], [0, 0, =1, —8 C; Cy]]
Le mondme suivant n'existe pas dans le développemenb€dé) , d'ou un coefficient obtenu égal(Bet les autres exposants

indéterminés:
> COEFTTS(COSSYm1,1,2,0,1);
[[—o0, —00, —o0, 0]]

mondéme indépendant des variables d’inclinaison dasis) :
> COEFTTS(COSSYm1,0,0,0,0);

1 1
(=11, =1, 51 [, =1, 1, 5]

> COEFTTS(COSSYm10,0,0,0,0);

) 45 45 1 ) 15
[[_107 10, —10, @}7 [_8? 8, =8, 5172]7 [67 —6, 6, @]: [_67 6, —6, @}7 [107 _107 107 @]7 [87 =8, 87 5@]: [_47 4, —4, 58]7
63 15 105 105
2004 4,4, ], 22,2, =2, =], [2, —2, 2, o
[07 0, 0, 256]’ [ ) ) 128}7 [ ) 4y ) 512]; [ ) p &y 512}]
> nops(%);
11
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Pour déterminer le coefficient d&” X»""* dans le développement dé)™ ™™, on se sert du calcul d&nm = (Z)" 6™
réaliséplus haut La procédure suivante y remplaget m par les exposants utiles désignés paet mm.

COEFXXb:=proc(Xnm,nn,mm,n1,nbl) local cf:
cf:=coeff(coeff(Xnm,X,n1),Xb,nbl);

# print(cf):

cf:=subs(n=nn,m=mm,cf):

RETURN(cf):

end:

vV V. V V V V

Exemples pourx 2 Xb* dans’ 6, puis pourX Xb* dans(L)(=2 g(-1 :

> COEFXXb(Xnm,1,1,2,4);

> COEFXXb(Xnm,-2,-1,1,4);

Voici finalement la procédure pour calculer le coefficient de I'inégafité) (au degrés compris entoegminet degmaxdans le
développement du prodlﬂ%)”i (%)”J‘ SERCOS ou SERCOSst supposé étre une puissance@gs).

INEG:=proc(p,q,degmin,degmax,ni,nj,SERCOS,Xnm) local
s,k,Kkk,r,ic,ip,mon,mono,m1,m2,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,moncos,monoc,nti
,ntj,ns,c1,c2,c3,c,nmon,nmoncos:

ic:=p+q: nr:=0: ip:=0:

mon:=initmo(degmin,degmax,ic,ip,2): nmon:=nops(mon): #
print("mon=",mon):

VVV VVYV
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for m1 from 1 to nmon do:

mono:=op(m1,mon): # print("mono=",mono):
nl:=op(3,mono):n2:=op(4,mono):n3:=op(5,mono):n4:=op(6,mono):
n5:=op(7,mono):n6:=op(8,mono):n7:=op(9,mono):n8:=op(10,mono):
moncos:=COEFTTS(SERCOS,n7,n8,n5,n6); nmoncos:=nops(moncos): #
print("moncos=",moncos):

ki= p +n4-n3+n8-n7: c¢:=0: # kk:=-g-(n2-n1+n6-n5):

print("k=",k,kK):

for m2 from 1 to nmoncos do:

monoc:=op(m2,moncos): c¢3:=op(4,monoc): # print("monoc=",monoc):
if c3<>0 then

nti:=op(1,monoc): ntj:=op(2,monoc): ns:=op(3,monoc):
¢c1:=COEFXXb(Xnm,ni,nti,n3,n4):

c2:=COEFXXb(Xnm,nj,ntj,n1,n2); # print(nti,ntj,c3,c1,c2):
c.=c+cl*c2*c3*piecewise(k=ns,1,0): #
print(nti,ntj,c3,c1,c2,"c=",c):

vV V. V V V V V VVV V V V V V VVVVV V V V

fi:

od: # print(c,op(11,mono)):
r:=r+c*op(11,mono): # print("r=",r):
od:

print("inégalité :",p*L[i]+q*L[j]," coeff=")r):
RETURN(r):

end:

Exemple pour des valeurs numériquepas g :

> pp:=1: qg:=-2: ing:=INEG(pp,qq,0,4,1,-2,COSSYm1,Xnm):
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e 1 3
“Inegallte Ly — 2Lj, “ Coef'f=”, Tj—Tj ybz Y — 5 Z; zh; x; +2C; Cj TjYj ybz — I ybj Yj — 1 ij LL‘j2

Exemple de calcul des termes du développement ayant une caractéristique d’inégalité donnée {pgualssaque et on fixe la
caractéristique):

> ic=-1: pp:='pp:  qg:=ic-pp:
> ing:=INEG(pp,qq,0,4,1,-2,COSSYm1,Xnm):

S, 1 3 1 3 3
“inégalité :”, pp L; + (—1 — pp) L;, “ coeff=", (Z %3 — 7 %2) z; + %olx; + (_Z %3 + 1 %2) z; yb, yi — 7 %2 b, y;2

3 3 1 =0 3 1 =0
= — b; z;2 — = C; C; { pp iy yb; + = G O { pp b; y; v — Yol yb, y;
16 7Bl 2 CiG; ( 0 otherwise)l Yi Yoi + 2 Ci Gy ( 0 otherwise)x Ui ¥i = L zj ybsy

— —%lax;xb;z; — - { byl +2C; C; { Y
2 Vol el 4 ( 0 otherwise ) wbiy;” +2Ci C5 ( 0 otherwise )25 Y5 ybi

3 01 pp—1=-1,, 27 {1 pp—1=1 9 1 {1 pp+2=0
+( 32 ({0 otherwise )+32( 0 otherwise ) .z’bz—|—2C'10]( 0 otherwise ) i ybjyl

31 pp+2=—-1y . o L B e (s E - b s
+8({O otherwise ) zbj xi* + ( 4%3+4%2)$zybjy,y+( 8%34—8%2):5()]33]@ Yol yb, y;

3
- Z %1 $bj LL‘jQ

1 pp=1
= {
% 0 otherwise
1 pp+1=1
2 = {
% 0 otherwise
1 pp+1=-1
) 5= {
% 0 otherwise
> eval(subs(pp=1,inQ));

1 3
xj—x;yb; Yy — 5% zbx; +2C; Cj x5y, yb; — x5 yb, Yy — bej ;2
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>  pp:=1l: ing;

1 3
:Ej—:ijbiyi—ixijixi—&-QCiijjyjybi—xjybjyj—Za:bjxf

Comparaison avec un calcul direct par sélection d’'une inégalité dans le développement complet (mais degré modéré) de la partie
indirecte calculé précédemment:

> read cat(chemin,’Uind4.m):
> Uind4coll:=TRONC(Uindxyij,4,varxyij):
> ingc:=coeff(coeff(Uind4coll,eL[i],pp),eL[j],qq); ing-ingc;

. 1 3
ingc:=x; —x; yb; y; — 5 i zbixi +2C; Cjx5y; yb, — x5 yb, y; — 1 zh; 22

0

3.4. Développement de l'inverse de la distance de 2 planétes

Soient 2 planete®; et P; repérées par rapport au Soleil par leurs rayons vecteurs de megeles; et faisant entre eux I'anglé.

: Y _ 7 X _
Leur distance est donnée par= \/m2 + ;2 —27r;rjcos(S) . Sir; <rj;, ennotanp = ﬁ , on a alors son inverse :

1 1

A i /14 p2 — 2 pcos(9)

On propose les deux méthodes classiques, I'une par les polynémes de Legendre et I'autre par les coefficients de Laplace :
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3.4.1. Développement en polynémes de Legendre

On peut développer l'inverse de la distance en polyndmes de Legendre: C25.1.1
A= M Rleos(®)  sot =3 @ QD Puleon(5)

ol « est le rapport des demi-grands a%‘s(supposé inférieur a 1). En fait, ce type de développement n’est utilisable quessi

suffisamment petit pour n’avoir a calculer que les premiers termes de cette expression. C’est par exemple le cas de deux planétes fort
éloignées, ou celui des perturbations d'un satellite par le Soleil.

Comme pour la partie indirecte, deux approches sont possibles, suivant le degré maximum souhaité pour ces développements :

3.4.2. Calcul explicite complet (degré faible)

Commencer, si ce n'est fait, par la phasendialisations

Si « est assez petit, on n'aura besoin que des premiers polyndbmes de Legendre et donc aussi que des premieres puissances d
cos(,S). Un calcul explicite complet est alors possible :
On poseda = degré maxi e etdegmx= degré maxi en variables d’excentricités et inclinaisons:

> da:=8; degmx:= 4;
da :=8
degmzx = 4

On peut lire le développemebitDxyij correspondant en variablesxb, y, yb s'il a déja été calculé :
> read cat(chemin,'UDpxy‘.da.’ ‘.degmx.‘.m‘):
> nops(UDxyij); op(%/2,UDxyij);
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9798
1575

1024 esz o xbf T;

sinon, voici les instructions réalisant ce développement:

> with(orthopoly,P):
> CO:=TRONC(COSSXij10,degmx,varXYij): nops(%);
> RSAIT:=TRONC(RSAIi,degmx,varXYij): nops(%);
> ASRjT:=TRONC(ASRj,degmx,varXYij): nops(%);
228
14
13
> UD:=0:
> for k from O to da do: deb:=time(): pk:i=P(k,x): pk:=subs(x=CO,pk):
> UD.k:=mtaylor(RSAIT "k*ASRjT"(k+1)*pk,varXYij,degmx+1):
> print(k,nops(%),” ".time()-deb); UD:=UD+alpha"k*UD.k:
> od :
0,13,“",0
1,202, ", .270
2,256, “ ", .341
3,257, ", .689
4, 257,“ ", 680
5,258, " ", 1.161
6, 258, “ ", 1.170

7,259, ", 2.050
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8,259, " 1.581
> UDXYij:=sort(collect(expand(UD),varXYij,distributed),varXYij):
> nops(%);

299
> save UDXYij, cat(chemin,'UDXY".da.’_‘.degmx.’.m"):

On substitue les variablaesety aux variablesX etY (onaxz = Xb exp (I L) ... ) , mais on y remplacexp (I L) par une variable
eL , ceci pour permettre des manipulations de polynémes généralisés (polyndbmes dont certaines variables peuvent étre a des degrés

négatifs). On y remplace alors aussi= ¢! (Fi—L3)) parsTL? .
J

> UDxyijl:=subs( X[i]=xb[i]*eL][i],Xb[i]=x[il/eL][i],
> Yl[il=yb[i*eL[i], Yb[i]=y[il/eL[i], X[j]=xb[i]*eL[j].Xb[j]=x[j}/eL(j],
> Y[j]=yb[j*eL[j],Yb[j]=ylil/eL[j],expand(UDXYij)):  nops(%);

9798

> UDxyij2:=expand(algsubs(1/sigma=eL[j]/eL[i],UDxyijl)): nops(%);
9798

> UDxyij:=expand(algsubs(sigma=eL][i]/eL][j],UDxyij2)):nops(%);
9798

exemple de terme :
> op(nops(UDxyij)/2,UDxyij);
1575

1024 eLj2 b Ib7;3 T;

On sauvegarde enfin le résultat :
> save UDxyij, cat(chemin,'UDpxy‘.da.’ ‘.degmx.‘.m"):

L'extraction d'une inégalité peut se faire en recherchant le coefficient des puissances adéquates (phiétplig) des variables
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eL; eteL; (avecplLi etpLj nuls, on obtient I'inégalité séculaire). Exemple :
> pLi:=1; pLj:=-4;
> coeff(coeff(UDxyij,eL[i],pLi),eL[j],pLj):
> UDc:=map(sort,sort(collect(%,varxyij,distributed),varxyij),alpha);
> nops(%);
pLi:=1
pLj == —4
32109 14217 6545 175959 9555 1425
UDc = (— 8 6 _ 4 z’3 7 5 3 i2 .
¢=F03 @ " 2006 ¢ 1536 )% T (Teer @ T 0o @ s @) T W
97335 ¢ 9975 o 265 , 153 L0 31185 o 4725 , 35 ,
oS T TR T @) g 512 o) i ys
31185 g, 4725 6 35 i 31185 o 4725 , 35 5
+(1024 CiC;a +256 CiC;a +4CIC’]a)xzy1yJ+( 5048 © =15 @ 8a)x1y]
22225 , 745 . 77 4 8 4 33075 . 315 . 75 4 5
(Graz @ T ame @ T @ T30 (g et gy F )T
33075 315 75 33075 315 75
(—MCiCjoﬂ—TGCiCjoﬁ—gCiC’jaP’)xjyiyj+(Ma7+§a5+ﬁa3)xjyj2
10

Si on avait conservé les fonctions exponentielles plutot que d’introduire les var@bles aurait pu regrouper les inégalités par
la derniére des instructions suivantes, mais les développements deviennent trop importants dés que la puisdépassie5 .
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UDxyeijl:=subs( X[i]=xb[i]*exp(I*L[i]),Xb[i]=x[i]/exp(I*L[i]),
Y[i]=yb[iI*exp(I*L[i]), Yb[i]=y[i/exp(I*LIi]),

X([j]=xb[j]*exp(I*L[j]), Xb[j]=x[j//exp(I*L[j]), )
Ylil=ybilexp(I*L[]), Yb[]=y[iJ/exp(I*L]).expand(UDXYij)): )
UDxyeij2:=expand(algsubs(1/sigma=exp(I*L[j])/exp(I*L[i]),UDxyeij1)):
UDxyij3:=expand(algsubs(sigma=exp(I*L[i])/exp(I*L[j]),UDxyeij2)):
nops(%o);

VVVVVYVYV

9798
> UDxyij:=collect(map(combine,UDxyij3,exp),exp): nops(%);
410
UDxyij_exp:=UDxyij:
save UDxyij_exp, cat(chemin,’'UDxy_exp‘.da.’ ‘.degmx.‘.m’):

L'extraction d'une inégalité pourrait alors se faire ainsi:

> inegalite:=exp(4*I*L[i]-I*L[j]):
> map(sort,map(collect,select(has,UDxyij,inegalite),varxyij,distributed
> ),varxyij);
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7 1 5 1925 .
__t N Wit b;
(g T 52T 5132 T 29155 @) ¥ +(

15 , 2457 . 105

1 1
1575 ¢ 5 4 3 o ﬁo/‘)xbfxbj
32768 256 16 4096

105 5 4725 . 45

=2 43— 5) xb; xb;> bi yb;’
+ (356" ~ 32768 ¥ T a006 @) i %bi” T (359" ~ gg06 @' T 33 %) 2bi v
105 45 4725 105 4725 45
=2 G Cs C;Cja® + —— C; C; o) ab; yb, yb o — 2222 7 b; yb .2
+(= o — 75 CiCi e’ + oo o) by yby yb; + (755 @° — 3506 & T 35 @) i Vb
16401 . 35 ., 231 2835 5, 35 4 51975 )
B0z " 61ad® T a2 ) b’ (T2 T t grez @) i v
92835 35 51975 2835 35 51975
C; Cy C;C;a* — C; C; b; yb; yb; ab + = ot 8) zb; yb.?
ST of = 55 GiCat = —ee o) b ybi yb; + (3537 ¢° + 57 ¢ + 31gz @) 23 ¥057)
eI Li=IL;)
ou celle du terme séculaire :
> sort(collect(remove(has,UDxyij,exp),varxyij,distributed),varxyij):
>  PRINTRONC(%,2,varxyij);
2625 , 135 , 231525 . , . , 11025 , 45 3 525
PTYTY =5 i~ @b, A ZFas — =5 i zb;
(o ® T 52 T gmmze @)% b F (Sog g T tapa)ue
4725 . 105 . 15 4725 105 15
_ o .5 _ = zb e (R s S | b2 .
(2006 ¢ " 1mY T3 )i T (T g0 T g ® 32 )%
11025 o 45 , 3 , 5% g 3 5 11025 5% o 45 ,
d 229 gh 4 (=2 a2 — 229 D
t (G2 T +8O‘+5120‘)w (=59~ o o8 @ ~ 16 ¥ )i vbi
8 525 ; 4, 11025
(2a C; C; +1280z0a+16010ja 204800a)y1ybj
3 525 45 11025 3 11025 525 45
C@ C;Cja8 + —C;Cjat + CiCiad) ybyys + (—2 0% — ——— a8 — 222 06 — 22 o) gy, yb.
+ (g0 +128 o+ 5 CiCiat+ oue o) ybiy; + (-5 0 — Goe @ — oz — frat)y; v,
20 414’ 0t ot 2 af
16334 1 64 256
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3.4.3. Calcul par inégalités

Pour aller plus loin en degré des excentricités et inclinaisons et en puissaneesm@eut utliser les procédures données dans ce
paragraphe qui permettent de calculer directement le développement d’une inégalité quelconque donnée:

> with(orthopoly,P):

> read cat(chemin,‘initmo.pr):

> read cat(chemin,’Xnm10.m");

> read cat(chemin,'COSSYm1al10.m):

> # read cat(chemin,’COSSYm11a20.m"):

Le fichier suivant, qui contient le développement complet construit dans la section précédente, est lu simplement a des fins de
comparaison avec les résultats de cette section.

> read cat(chemin,'UDpxy8 4.m"):

Si les fichiers COSSYm1al0.m et COSSYm11a20.m ne sont pas disponibles, les instructions suivantes permettent de les créer.
Elles calculent les puissances croissantesodg€S), a partir de I'expression générale de la puissana@ cos(S). On va ici jusqu’'a
la puissance 20, permettant donc de considérer les polyndmes de Le@gtdyrgusqu’a l'indice 20 , et des développements jusqu’a

a?Y:
> read cat(chemin,'COSSYpuissm.m‘) : # -> COSSYm : puissance m de
> cos(S)
> for k from 1 to 10 do: deb:=time():
> COSSYm.k:=expand(simplify(subs(m=k,COSSYm))): print(k,nops(%),"
> " time()-deb);od:
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1,92, %", 729
2,180, “ 7, .720
3, 800, * 7, 1.331
4, 2000, “ ', 1.970
5, 3456, “ ", 4.629
6, 4562, “ ", 8.691
7, 5668, “ ", 5.260
8, 6774, ", 5.819
9, 7880, “ ”, 5.530

10, 8986, “ ", 5.780

save
COSSYm1,COSSYm2,COSSYm3,COSSYm4,COSSYm5,COSSYm6,COSSYm7,COSSYm8,COSSYm
9,COSSYm10, cat(chemin,’COSSYm1al0.m):

for k from 11 to 20 do: deb:=time():

COSSYm.k:=expand(simplify(subs(m=k,COSSYm))): print(k,nops(%),"

" time()-deb);od:

V V.V VVYV

11, 10092, “ *, 7.429
12, 11198, “ ”, 6.410
13, 12304, “ ", 7.800
14, 13410, “ *, 7.831
15, 14516, “ ”, 8.800
16, 15622, “ *, 10.629
17, 16728, * ”, 11.540
18, 17834, “ *, 10.480
19, 18940, * ”, 11.371
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20, 20046, “ ", 13.280
> save

> COSSYm11,CO0SSYm12,COSSYm13,CO0SSYm14,COSSYm15,COSSYm16,COSSYm17,COSSYm1
> 8,CO0SSYm19,COSSYm20, cat(chemin,COSSYm11a20.m"):

Exemple :
> COSSYmi,;

1 160, Yb;Y; Yb: 160,0Y; Yb;Y; Yb: 1Y, Yb; Yb?
_§9i9j0Yin2Ybi+79] i Y Y; Y, 7910 i Yo Y bﬂ_, i Yb; Y0,

2
16:0,Y:%Y; Yb, +19m2 Y,

2 g 2 on 2 91'0 2 Hj 2 91‘0]'0'

10;0Y;2Yb;> 10Y; Y02 Yb; 16,0,V 160;Y; Yo, 16;0Y;Yb; 6,CiC;Y; Vb,

= -z = -6,0,CiC; ;Y — = -=

2 92 2 Hl‘ej +2 g J J 3 2 91‘0' 2 (9j + 9j
Lo oy GG Vb 16, ¥, 16i0Y; ¥, 1oYb® CiCjYb;Yb; 1 Yb® L1

2 6= 5 97 2 91',0' 2 Gj 2 QZGJ 019] QQLGJO' 20,’0’
+197,U

2 0,

Voici les procédures utiles pour calculer directement le développement en vafiablés y, yb} d’'une inégalit§ (p L; + g L;))
désignée par la combinaisopg) des longitudes moyennes. On retrouve d’abord celles utilisées pour le calcul de la partie indirecte
par inégalités :

COEFTTS:=proc(s,ni,nbi,nj,nbj) local c,rk,km:

r:=table(): km:=1:
c:=coeff(coeff(coeff(coeff(s, Y[i],ni),Y[j],nj), Yb[i],nbi),Yb[j],nbj);
if type(c,'+') then

km:=nops(c):

for k from 1 to km do

vV V. V. V V V
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r[k]:=COEF(op(k,c)):

# print(op(k,c),rk])

od

else r[1]:=COEF(c):

# print(c,r[1])

fi:
RETURN([seq(r[k],k=1..km)]):
end:

vV V. V V V V V V

COEF:=proc(u) local ui,uj,us,cf:
ui:=degree(u,theta]i]); uj:=degree(u,theta[j]);us:=degree(u,sigma);
cf:=coeff(coeff(coeff(u,thetali],ui),theta[j],uj),sigma,us);

RETURN([ui,uj,us,cf]):
end:

vV V. V V V

COEFXXb:=proc(XXnm,nn,mm,n1,nbl) local cf:
cf:=coeff(coeff(XXnm,X,n1),Xb,nb1);

# print(cf):

cf:=subs(n=nn,m=mm,cf):

RETURN(cf):

end:

vV V. V V V V

ProcédurdNVDLEG pour le calcul de l'inégalitép,q) aux degrés compris entadegminet degmax dans le développement de

% en polyndmes de Legendre jusqu’au dedagnaxen «. Les puissances utiles des(.S) sont supposées calculées au préalable
et accessibles dans les variab®SRCOS.lpour k = 1..damaz (Séries tronquées préalablement au detggmaxen inclinaisons).
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Les développements dg;)"6™ tronqués au degrdegmaxen excentricités sont supposés accessibles par la vaXatiien. Le
développement formel en polynémes de Legendre est passé par la vGaaBlex

INVDLEG:=proc(p,q,degmin,degmax,damax,SERCOS,XXnm,SanPnx) local
ic,ip,r,mon,nmon,m1,m2,mono,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,k1,k2 k,pk,cfPk.t,
ncfPk, moncos,nmoncos,monoc,ns,c,nti,ntj,c1,c2,c3,cfa,lda,nni,nnj:

ic:=p+q: r:=0: ip:=0:

mon:=initmo(degmin,degmaxic,ip,2): nmon:=nops(mon):

for m1 from 1 to nmon do:

c:=0:

mono:=op(m1,mon):
nl:=op(3,mono):n2:=op(4,mono):n3:=op(5,mono):n4:=op(6,mono):
n5:=op(7,mono):n6:=op(8,mono):n7:=op(9,mono):n8:=op(10,mono):
for k2 from O to damax do:

pk:=coeff(SanPnx,x,k2):

cfPk:=[coeffs(pk,alpha,'t)]: ncfPk:=nops(cfPk):
moncos:=COEFTTS(SERCOS.k2,n7,n8,n5,n6); nmoncos:=nops(moncos):
ki= p +n4-n3+n8-n7:

for m2 from 1 to nmoncos do:
monoc:=op(m2,moncos): c¢3:=op(4,monoc):#
print("monoc=",monoc):

if ¢c3<>0 then

nti:=op(1,monoc): ntj:=op(2,monoc): ns:=op(3,monoc):
for k1 from 1 to ncfPk do:

cfa:=op(k1,[t]):

Ida:=degree(cfa,alpha):

nni:=lda: nnj:=-(Ida+1):

vV V. V. V V V VVV V V V V V V V V V V V V VVYV
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c1:=COEFXXb(XXnm,nni,nti,n3,n4):
€c2:=COEFXXb(XXnm,nnj,ntj,n1,n2);
c:=c+cl*c2*c3*piecewise(k=ns,1,0)*cfa*op(k1,cfPk):
od:

fi :

od:

od:

r:=r+c*op(11,mono):

od:

RETURN(r);

end:

vV V. V V VvV V V V V V V

Initialisation des calculs de développement d'inégalités a un déggéraxdonné. On tronque les séries a ce degré avant leur
utilisation, pour diminuer les temps de calcul.

INIINEGLeg:=proc(degmin,degmax,damax) local k,r:
r:=table():

r[1]:=TRONC(Xnm,degmax,[X,Xb]);

r[2]:=1:

for k from 1 to damax do:
rTk+2]:=TRONC(COSSYm.k,degmax,[Y[i],Yb[il, Y[j], Yb[jI]):
od:

RETURN([seq(r[k],k=1..damax+2)]):

end:

vV V. V. V V V V V V
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Exemple d'utilisation: On fixe les degrés utiles et la puissance maximum souhaitéexpopuis on tronque les séries avec
INIINEGLeg:

> Dmin:=0; Dmax:=4;

> da:=8;
Dmin :=0
Dmazx := 4
da =8

On tronque les développements en inclinaisons et en excentricités auDiegret ceux ey au degréda. On calcule aussi le
développement formel en polyndmes de Legendre limité & ce degré (factorisé en une xayiabmplace formellemenrbs(5)):

> deb0:=time():
> inineg:=IniINEGLeg(Dmin,Dmax,da): print(time()-deb0):
>  XnmT:= op(1,inineg):
> k:i='k’: for k from O to da do: COSSYmT.k:=op(k+2,inineg) od:
> somZ2alfa:=collect(expand(sum(alpha”™n*P(n,x),n=0..da)),x);
4.930
6435 429 231 3003 63 693 3465 315 35
2alfa ‘= —— 8”8 7/77 /- 6 5T 08 6 75_7’7 5 s 8 oY 6 7/4 4
somZalfa o T—|—160ra:+(16oz 320z)x (8a 160)3:4—(6404 16(1+8()/)1‘
5 5 315 . 35 . . 15 , 3 , 315 o 105 . 15 . 3 , 35 3,
— - — I — N, - - . - 1 —
TRt qg el - )T HCpaldgat -Gt g al)et et o’ —get —qgaljz 4l ga
35 . 1, 5
LT R T

Il suffit ensuite de définir les entiers,(g) représentant une inégalité, et d’exécuvDLEG:
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> ppi=0; qq:=0;

> deb:=time():
> UD:=INVDLEG(pp,qq,Dmin,Dmax,da,COSSYmT,XnmT,som?2alfa):
> UD:=map(sort,sort(collect(UD,varxyij,distributed),varxyij),alpha):
> nops(%);
> print("duree=",time()-deb):
65
“duree=", 8.349
> PRINTRONC(UD,2,varxyij);
231525 o 2625 . 135 , 5 . o 11025 ¢ = 525 " 45 o 3,
— 1 brL 3 e T\ S Aa - - 7 brL
(Goo36 @ T20a8® TEp )% Wit (G @ g T tgame
4725 . 105 o 15 4725 105 15
Y (Y S — iy AT a2 b s
T ap06 ¢ T Y T3 )T+ (Cpgg @’ Tz @ T3 @) b
11025 o 525 5 45 , 3 , 11025 525 45
b - = b oo 8 e 6 5 4 2 2 ibz
*(S02 @ T ® +64 FgaTiahit (-5 @t T g T T g Y T )Y
11025 45 . 3 )
(20480004 12800a+ CZCa—&-fCZCa)yzybj
11025 N 6 , 3 11025 o 525 , 45 , 3
——C;C; —C;C; by + (— S R _Z b
(2048CC]a +128CC’a+1 CC’a—&—zCCa)yly]-i-( 5088 ¢ " 138% " 16% Za)y]yj
16384 64 256 4

Vérifications en comparant avec les résultats tirés du développement complet au degrdal-pdur
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UDxy:=TRONC(UDxyij,Dmax,varxyij):

pLi:=pp: pLj:=qQq:

coeff(coeff(UDxy,eL][i],pLi),eL[j],pL)):
b:=map(sort,sort(collect(%,varxyij,distributed),varxyij),alpha):
simplify(UD-b);

VVV VvV V

0

calcul pour une inégalité de caractéristique donnémstant indéterminé:

> ic:=0; pp:='pp’; qq:=ic-pp;

ic:=0
pp ‘= pp
qq := —pp

deb:=time():
UDp:=INVDLEG(pp,qq,Dmin,Dmax,da,COSSYmT,XnmT,som?2alfa):
UDp:=map(sort,sort(collect(UDp,varxyij,distributed),varxyij),alpha):
nops(%);

print("duree=",time()-deb):

vV V.V V V

105
“duree=", 9.770
exemple de terme :
> coeff(coeff(TRONC(UDp,2,varxyij),y[i],1),yb[i],1);
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5355 %2 6435 ({ 1 pp=-8 Yo 8 11025 %1 3861 ({ 1 pp=6 o

1024 4096 L0 otherwise 2048 1024 L0 otherwise

6435 (1 pp=38 of 4851 { pp =4 s 9355 s 8883 { 1 pp=-3 =

4096 { otherwise 1024 otherwise) @ 1024 e 2048 ( 0 otherwz'se) @
_ 8883 { pp = 3' o — 4851 { pp = _‘4 os 3861 ({ 1 pp= _.6 Ja® — 9625 %4 o7

2048 otherwzse 1024 otherwise 1024 L0 otherwzse 2048
- - - 2 %3qa 1

2048 ({ 0 otherwise) ™ ~ 2048 0 otherwise)® 512 128 L %1a®

693 1 —6 819 1 =4 1995 7161 1 =5
_7({ pp )a6 ({ pp )aﬁ %2 a8 — ({ pp )a7

512 *L0 otherwise 256 otherwz'se 512 @ 2048 otherwise
“0i (b S~ 00" 1% 15 (T

12 ({(1) ii)h;“iise) @ = %4a 2 (72 - % ({(1) Zo)fh;”z;i;le)azl 22 ({(1) gﬁh;ﬂizse)azl
B St B M o B M o SR
B % ({(1) ]o)?he:rziise = % ({(1) ]o)ff)h:riise)a5 435 (75 "o g% ({(1) ]cjff)h;m;ige @
- % ({(1) ii)he:riise)afs — %%50[— %%404— 2%3042 - 1%2&2 - 5%1&2
sl = {é Iojijhe:rgise
e 5= { (1) Io)?he:riise
U= {(1) Io)fh;"ujiie
o = {(1) g?h;";iie
5= {(1) g?h;"i)ise
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> sort(eval(subs(pp=0,TRONC(UDp,2,varxyij))),varxyij);

=

11025 525 45 4725 . 105 15 4725 - 105 o 15

3
8 6 74 <2 ibi e _ - 5 _ .3 b e Y _ .3 bi X
(Sioz @ ¥ o2 T Tt (T ~ g T3 @) Wi+ (T g @ T ® T3 @) i
11025 o 525 . 45 3 5 11025 525 45 3
— — — bi+(————af— —af — —a*— = a?)y yb,
(Si02 @ 5120‘+64O‘+80‘)”3J”"J+( 20480‘ 128 "6 T2 )uivhs
11025
—— C;C;a® C; C; C C; C C; i yb
(Sos ‘7a+128 O‘+ o't3 o%) i 9b,
11025 525 3 11025 525 45 3
——C;Cj B+ CC CC C; C; by +(————0af — —af — —a*— ~a?)y, yb,
(Sozs CiCi O‘+ o' +3 ) wbivi+ (g @ g @ T e T @)U vh
1225 1 9 2o
14 =229 48 o+ = 6
TV +64 256 &
3.4.4. Développement en coefficients de Laplace
On peut aussi développer I'inverse de la distance en série de FouBerses coefficients sont appelésefficients de Laplace C25.1.4

;i = nls o
(Za)n =r;" QZ bys|, n} () exp (IsS)) avec by, ny(p) = [[I]LP F(n,n+s, s+ 1, p%)

pour s positif ou nul, ou les notationg:]; représentent les symboles de Pochhammer et ou F est la fonction hypergéométrique de
Gauss. En remplacaptpar o % ?—j , etp? para? (1 + 0) avecs = (%)2 (%)2 — 1, on a encore le développement des fonctions
hypergéométriques au voisinagedle: 0:
@m) §m F(a +m, b+m, c+m, a?)

[]m [Lm

car on note qué est une quantité petite, de degré 1 au moins en excentricités.

F(a, b, ¢, o (1 +9)) = Z [a]m [b]m @

m
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En fait, on commence par développer de cette facon la partie indépendante des inclinaisons (associée au probléme plan) :

1 1
D V1+p? —2pcos(w; — w;)

ouw, — w; représente la différence des longitudes vraies. On a alors

1 n - s(w; —w
()" = > byjel,my(p) el o i)

S=—00

Puis on développe en inclinaisons en écrivant :

’I‘j_ 1

A V1+ p? —2pcos(w; — wj) — 2 p(cos(S) — cos(w; — w;))

soit % = %ﬁ avecW = 2(cos(S) — cos(w; — w;)) . Rappelons qu’on a développé cette quantité et ses puissances

p
l=—%

sous le nonDDELTACOSSt que c’est une fonction de degré 2 au moins en inclinaisons . On a alors le développement :

rj 1 [1]k " WE

D24 .DeR
A D4~ [1]x DK

Finalement le développement de l'inverse de la distance s’organise sous la forme :

% _ %5 (Z (Z Cls, b, m, ) (Z)01+4) (2l wk> 6’”) (%5 exp (I's (L — L)

m k J J
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ou le coefficient est la fonction dedonnée par la formule :

[k o(s|, 2k +1, m, @)
1]k

C(s, k, m, a) =
avec .

[%]J [%]m [% +j]m 05(j+2m) F(% +m, % +] +m, 1 +j +m, OZQ)
[l]j [1]m [1 +j}m

¢(j, m, m, &) =

Pour développer a un degbimaxen excentricités et en inclinaisons, la sommerswtoit étre calculée dev = 0 am = Dmax
et celle sukk dek = 0 &k = Dmax /2. La somme sus concerne I'ensemble des entiers relatifs.

Notons que les coefficients de Laplace proprement dits n'apparaissent explicitement dans cette expressiomgque @olas
fonctions¢ sont des fonctions des dérivées de ces coefficients au voisinage d'une valeur de

On ne propose ici que la détermination d’une inégalité queconque dans ce développement.

3.4.5. Calcul par inégalités

On relit les fichiers utiles pour cette section, plus ceux utilisés pour obtenir le développement en polynémes de Legendre (afin de
pouvoir comparer les résultats)

read cat(chemin,‘initmo.pr’):

> read cat(chemin,’Xnm10.m?);
> read cat(chemin,'DELTACOSSYm1la5.m"):
> read cat(chemin,'IngUDLeg.pr): with(orthopoly,P):
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> read cat(chemin,’COSSYm1al10.m):
En notant3 la quantité%% , le développement de l'inverse de la distance au degréxest formellement donné par les sommes

surm etk données ci-dessus, avec en facteur pour chaque valestmaicquantité(%)s exp (I s(L; — L;)) égale aussi a%)s o
J J

(avec la notatiorr déja introduite dans les développements en inclinaisons).
On obtient par exemple au degré 3, pour une valeur quelconqueatene tenant pas compte du facteur commlih dans le
développement de UJ:

> m:=m:k:='k’:s:=’s’:  Dmax:=3:
> UJ:=expand(sum(sum(C[s,k,m]*beta”(k)*(beta”*2-1)"m*W"k,k=0..Dmax/2),m=
> 0..Dmax)): nops(%);
> Uj:=beta”(abs(s))*collect(combine(UJ,power),W); nops(%);
20
Uj = BI*I((

—C51,18—2C6,1,28° +Cs,1,1 8%+ Cs,1,2 6° +Cs,1,oﬁ+cs,1,25+Cs,1,3/37*30.9,1,355 +3Cs,1,38% —Cs,1,308
YW + Cs.0,0+3Cs,0,30%+Cs,0,183° —Cs,0,1+Cs,02—3Cs,0,30"+Cs,028"—2Cs,0,28%+ Cs,0,38° — Cs,0,3)
2

En fixant une valeur pous et en choisissant une puissancelde on obtient une expression directement utilisable pour la déter-
mination d’une inégalité dont la caractéristique impliquerait cette valeur.de

> subs(s=-1,coeff(Uj,W,0));
Bl (C_100+3C_1,038+C-10182—C_101+C-1,02—3C_-1,038*+C_1,020*—2C_1028°+C_1,036°—C_1,03)
> collect(eval(%),beta);
C_10308"+(C_102-3C-103)8°+(C_1,01+3C_103-2C-102)3+(C-1,00—C-1,03—C_1,01+C_1,02)0
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On peut alors proposer la procédure suivaiN®DLAP, pour déterminer I'inégalitéx ¢) en degrés compris entBmin et Dmax
dans le développement de l'inverse de la distance en coefficients de Laplace. On passe aussi en paramétre le développement formel er
variabless et W, limité au degréDmaxen excentricités et inclinaisons, ainsi que le nom générique de la variable qui représente les
diverses puissances Ug.

INVDLAP:=proc(p,q,Dmin,Dmax,DbetaW,PuissW,XXnm) local
ic,ip,r,mon,nmon,m1,m2,mono,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,k1,k2,k,pkb,pk,cf
Pk,t,ncfPk,
moncos,nMoncos,monoc,ns,c,nti,ntj,c1,c2,c3,cfb,ldb,nni,nnj,j,js,di:

ic:=p+q: r:=0: ip:=0:

mon:=initmo(Dmin,Dmaxic,ip,2): nmon:=nops(mon):

for m1 from 1 to nmon do:

c:=0:

mono:=op(Mm1,mon):
nl:=op(3,mono):n2:=op(4,mono):n3:=op(5,mono):n4:=op(6,mono):
n5:=op(7,mono):n6:=o0p(8,mono):n7:=op(9,mono):n8:=op(10,mono):
j:= p +n4-n3+n8-n7:

di:=(n5+n6+n7+n8)/2:

for k2 from 0 to di do:
moncos:=COEFTTS(PuissW.k2,n7,n8,n5,n6); nmoncos:=nops(moncos):
pkb:=coeff(DbetaW,W,k2):

for m2 from 1 to nmoncos do:

monoc:=op(m2,moncos): c3:=op(4,monoc):

if c3 <> 0 then

vV V. V. V V V V V V V V V V V V VVVYV

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 3.4.5 e Page 100 de 176

ns:=op(3,monoc):

js:=j-ns:

nti:=js+op(1,monoc): ntj:=op(2,monoc)-js:
pk:=collect(eval(subs(s=js,pkb)),beta):
cfPk:=[coeffs(pk,beta,'t)]: ncfPk:=nops(cfPk):
for k1 from 1 to ncfPk do:
cfb:=op(k1,[t]):
ldb:=degree(cfb,beta)+abs(js):

nni:=ldb:  nnj:=-(Idb+1):
c1:=COEFXXb(XXnm,nni,nti,n3,n4):
€2:=COEFXXb(XXnm,nnj,ntj,n1,n2);
c:=c+cl*c2*c3*op(kl,cfPk):

od:

fi :

od:

od:

r:=r+c*op(11,mono):

od:

RETURN(r);

end:

vV V. V. V V V V V V V V V V V V V V V V V

Initialisation des calculs de développement d’'inégalités a un déggénaxdonné. On tronque les séries a ce degré avant leur
utilisation, pour diminuer les temps de calcul.

> IniINEGLap:=proc(degmin,degmax) local k,r:
> r:=table():
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> 1[1]:=TRONC(Xnm,degmax,[X,Xb]);

> r[2]:=1:

> for k from 1 to degmax/2 do:

> r[k+2]:=TRONC(DDELTACOSSY .k,degmax,[Y[il,YbIi], Y[, Yb[1]):
> od:

> RETURN([seq(r[k],k=1..degmax/2+2)]):

> end:

Les deux procédures suivantes effectuent le calcul des fonctiomstoaquées ici au degida pour comparaison avec le résultat
complet obtenu par les polynémes de Legendre. L'optianembeipermet conserver le résultat de chagque évaluation, pour éviter de
le refaire plusieurs fois :

> PHIlalphaT:=proc(j,n,m,alpha) option remember: local c:
c:=pochhammer(n/2,j)*pochhammer(n/2,m)*pochhammer(n/2+j,m)/(j"*m!*poc
hhammer(1+j,m));
eval(c*alpha™(2*m+j)*mtaylor(hypergeom([n/2+m,n/2+j+m],[1+j+m],alpha”
2),alpha,da+1));
end:

vV V V VYV

CalphaT:=proc(s,k,m,alpha) option remember:
TRONC(expand(pochhammer(1/2,k)*alpha”k/k!*PHIalphaT(abs(s),2*k+1,m,al
pha)),da,alpha):

end:

vV V V V

Pour un calcul non tronqué en, ou un calcul numérique podrdonné, utiliser les procédures suivantes:

> PHlalpha:=proc(j,n,m,alpha) option remember: local c:

> c¢:zpochhammer(n/2,j)*pochhammer(n/2,m)*pochhammer(n/2+j,m)/(j!’*m!*poc
> hhammer(1+j,m));
>

eval(c*alpha”(2*m+j)*hypergeom([n/2+m,n/2+j+m],[1+j+m],alpha’2));
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> end:

Calpha:=proc(s,k,m,alpha) option remember:
expand(pochhammer(1/2,k)*alpha’k/k!*PHlalpha(abs(s),2*k+1,m,alpha)):
end:

> alias(F=hypergeom):

Lorsque le paramétre formel s dans Calpha est non numérique, I'expression qu’on obtient est trés compliquée.
Pour un calcul permettant de différer I'évaluation du coefficient venant en facteur de la fonctionatepeut encore écrire ce
calcul sous la forme :

>  Clap:=proc(s,k,m) local h: h:=(2*k+1)/2:
> pochhammer(1/2,k)/k'* pochhammer(h,s)/s!* pochhammer(h,m)/m!*
> pochhammer(h+s,m)/pochhammer(1+s,m):
> end;
Clap := proc(s, k, m)
local h;
h:=k+1/2;
pochhammer(1/2, k) x pochhammer(h, s) x pochhammer(h, m) x pochhammer(h + s, m)/(
k! x s! x m! x pochhammer(s 4+ 1, m))
end
> Calfa:=proc(s,k,m,alpha) local h,j: h:=(2*k+1)/2:
> J:=abs(s):Clap(j,k,m)*alpha™(k+2*m+j)*hypergeom([h+m,h+j+m],[1+j+m],al
> pha™2):
> end;
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Calfa := proc(s, k, m, «)

localh, j;
h:=k41/2; j := abs(s); Clap(j, k, m) x a®+t2xm+i) x F([h +m, h+j+m], [1 4+ j +m], o?)
end

> Calf:=proc(s,k,m,alpha) local h,j; h:=(2*k+1)/2: j:=abs(s):
> CI(j,k,m)*alpha”(k+2*m+j)*hypergeom([h+m,h+j+m],[1+j+m],alpha”2):
> end;

Calf := proc(s, k, m, @)

localh, j;
h:=k41/2; j = abs(s); CI(j, k, m) x a¥+2Xm+3) x B([h +m, h+ j +m], [1 +j + m], a?)
end

Cette derniere procédure laisse en outre le coefficient sous la forme: Gl) qu'il suffit d’évaluer, lorsqu’on en a besoin, en
faisant eval(subs(CI=Clap,...)).
Par exemple:

> p:='p:  collect(Calpha(p,1,3,alpha),F); eval(subs(p=4,%));

(3675 a’ al?l %1 385 a7 alPl %1 |p|
256 [l 1(pl+ D @+ 1p) G+ )7 8 It (pl+ 1) @+ Ip) B+ p) v
1505 o P! %1 |p|? n 35 o’ al?! %1 |p)?
32 Ipl!(pl+ D)@+ 1p) B+ Ip)vr 2 Ip[t(lpl+1) (2 + [pl) (3 + |pl) v
35 a” Pl %1 |p|* 9

9 2
T I D @t o) B v g g TPl il o)

1
%1 :=T(; + lp)
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225225 |, 9 17 5
2 F([5, ), 18], 0?)
> Calfa(p,1,3,alpha);eval(subs(p=4,%));

3 3 9 9
35 pochhammer(?, |p]) pochhammer(> + [p|, 8) ™+ B, 2 +[pl], [4 + o], o)
32 |p| ! pochhammer(|p| + 1, 3)
225225 |, 9 17

o536 @ PG 5 Bl o)

> Calf(p,1,3,alpha); eval(subs(p=4,%)); eval(subs(CI=Clap,%%));
> eval(subs(p=4,%));

9 9
Clpl. 1, 3) oV E(D, 2 + ol (44 I, 0?)
9 17
01(4, ]., 3) all F([§7 ?], [8}, a2)
3 3 e 9 9 ,
35 pochhammer(i, |p\)pochhammer(§ +1p|, 3) al7FIP F([i’ > + [pl], 4+ |pl], ?)
32 |p|! pochhammer(|p| + 1, 3)
225225 | 9 17 ,
F12. 2L
228 1 F(S, 2T, [, o)
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Exemple d'utilisation: On fixe le degré utile, puis on tronque a ce degré les séries en excentricités et inclinaidondl&@cap
Le degrédaena n'est utile ici que pour la compaison avec les développements en polyndmes de Legendre; il est fixé a 8 comme dans
la section précédente:

> Dmin:=0; Dmax:=5; da:=8;

Dmin :=0

Dmazx :=5

da :=8
On tronque les développements en inclinaisons et en excentricités aulfegse On calcule aussi le développement formel

DbetaWen fonction de ce degré, et ou les coefficients fonctions gent désignés par la notati@a . Le calcul est fait formellement
en fonction de cette notation. C'est seulement ensuite que I'on choisit pour un résultat tronqué ounemgrlement en remplagant
CaparCalphaTou Calpha:

deb0:=time():

inineg:=IniINEGLap(Dmin,Dmax):

XnmT:= op(l,inineg):

for k from 0 to Dmax/2 do: DELTACOSSYmT.k:=op(k+2,inineg) od:
s:='s” k=K m:='m’:
Us:=expand(sum(sum(Ca(s,k,m,alpha)*beta”(k)*(beta”2-1)"m*W"k,k=0..Dmax
/12),m=0..Dmax)):

DbetaW:=combine(Us,power);
print(time()-deb0):

vV V VVVV V V V
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DbetaW := Ca(s, 2, 0, a) 32 W2 + Caf(s, 1, 0, a) BW — Caf(s, 2, 5, a) 32 W2 — Ca(s, 1, 5, a) BW + Ca(s, 2, 4, o) 3> W?
+ Ca(s, 1, 4, o) BW — Ca(s, 2, 3, a) B2 W2 — Caf(s, 1, 3, a) BW + Caf(s, 2, 2, a) B2 W2 + Ca(s, 1, 2, a) BW
—Ca(s, 2,1, ) 32 W2 — Ca(s, 1, 1, a) BW + Ca(s, 2, 3, a) B8 W2 + 3Ca(s, 1, 3, a) B2 W — 3Cal(s, 1, 3, a) 35 W
+Ca(s, 1, 3, a) 37W — 2Caf(s, 2, 2, a) B*W?2 + Ca(s, 2, 2, a) B W2 —2Ca(s, 1, 2, a) B2W + Ca(s, 1, 2, a) W
+ Cal(s, 2,1, ) B* W2 4 Ca(s, 1, 1, a) B2 W — 4Ca(s, 2, 4, a) f* W2 + 6 Ca(s, 2, 4, a) 3¢ W?
—4Ca(s, 2, 4, a) BB W2 + Caf(s, 2,4, a) B1°W? —4Ca(s, 1, 4, a) B2W +6Caf(s, 1,4, a) B° W
—4Ca(s, 1,4, a) 37W + Ca(s, 1, 4, @) B2 W + 3 Cal(s, 2, 3, a) B* W2 — 3Caf(s, 2, 3, a) 35 W?
—5Ca(s, 1,5, a) 32 W + Ca(s, 1, 5, @) B W+ 10Ca(s, 1, 5, a) 37 W — 10Ca(s, 1, 5, a) 2 W
+ Caf(s, 2, 5, ) B2 W2 +5Ca(s, 1, 5, a) 3 W + 10Ca(s, 2, 5, a) B2 W2 — 5Caf(s, 2, 5, ) 310 W2
+5Ca(s, 2, 5, @) f* W2 — 10 Ca(s, 2, 5, a) 35 W2 + Ca(s, 0, 0, @) — Ca(s, 0, 1, a) — Ca(s, 0, 3, a) + Ca(s, 0, 2, @)
—Cal(s, 0, 5, a) + Ca(s, 0, 4, a) + Caf(s, 0, 5, a) B*° — 5Caf(s, 0, 5, a) 88 +10Ca(s, 0, 5, a) 8% — 10 Ca(s, 0, 5, o) 5*
+5Ca(s, 0, 5, @) %2 + Ca(s, 0, 2, @) 8* — 2Caf(s, 0, 2, @) 8% + Ca(s, 0, 3, @) 8¢ — 3Caf(s, 0, 3, ) B*
+3Ca(s, 0, 3, a) 32 + Ca(s, 0, 4, a) 88 — 4Ca(s, 0, 4, o) 8 + 6 Ca(s, 0, 4, a) 3* — 4Ca(s, 0, 4, a) 3?
+ Caf(s, 0, 1, ) 52

.069

Initialisations analogues pour la comparaison avec les résultats utilisant les polynémes de Legendre :
debO:=time():

inineg:=IniINEGLeg(Dmin,Dmax,da):

XnmT:= op(l,inineg):

k:="k’: for k from O to da do: COSSYmT.k:=op(k+2,inineg) od:
somz2alfa:=collect(expand(sum(alpha”n*P(n,x),n=0..da)),X):

print(time()-deb0):

vV V. V V V

5.260
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Il suffit ensuite de définir les entiers,(g) représentant une inégalité, et d’exécuvDLEG:

> pp:=1l; qg:=-6;
pp =1
qq == —6

Calcul en coefficients de Laplace :

deb:=time():
UD1:=INVDLAP(pp,qq,Dmin,Dmax,DbetaW,DELTACOSSYmT,XnmT):
UD1:=sort(collect(UD1,varxyij,distributed),varxyij):  op(1,%);
print(nops(%),"duree=",time()-deb):

deb:=time():

vV V. V V

On remplace icCaparCalphaT pour obtenir un résultat tronqué en(= UDTTr).
> UDTr:=sort(collect(map(sort,eval(subs(Ca=CalphaT,UD1)),alpha),varxyij
> distributed),varxyij):  op(1,%);
> print(nops(%%),"duree="time()-deb):
On remplace icCCa par Calphapour obtenir un résultat complet en, analytique £ UDa) si on ne donne pas de valeuta ou
numérique £ UDn) sinon.
deb:=time():
UDa:=sort(collect(eval(subs(Ca=Calpha,UD1)),varxyij,distributed),varx
yij):  op(1,%);
print(nops(%%),"duree="time()-deb):

vV vV V V
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43171 29461 4 1
(—% Ca(6, 0, 0, ) — %Ca(fi 0,1, a)— %Ca(ﬁ, 0,3, a) - ﬁca(ﬁ 0,2, @) — Ca(6, 0, 5, a) — 8Ca(6, 0, 4, )

I’i5
2, “duree=", .621
19792487 o 9972501

1310720 ¢~ 655360
28, “duree=" 1.189

(_

6) 5

9972501 , 1 13 4212923 3 15 27531075 7 19

B - 2 7 2\ 8 < oY 8 2\ _ 12F 10

(= g55360 @ Fllg 51 17 o) = opeg @ Fllg 51 81 %) — 1ot (3 51 [10], &%)
8989695 |, 5 17 2y _ 555277 g0 23 11 1616615 ,, . 21 9 B
2007152 @ Ty 51 [0, ) = epremg @RS, 51 121 @) — aany ¢ Pl 5), [11), o))z

28, “duree=", .551

On donne ici une valeur numériquexat on évalue les fonctions de
deb:=time():

alpha0:= 0.628729981643458 ; Precision:=18:
UDn:=subs(Ca =Calpha,alpha=alpha0,UD1):
UDn:=sort(collect(evalf(UDn,Precision),varxyij,distributed),varxyij);
print("duree=",time()-deb):

vV V. V V

a0 = .628729981643458
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@ )

UDn := —1.74985557495267939 ;5 + 12.0994781728790396 ;* z; — 33.3406902989086577 ;3 ;>
—10.5747300977608281 2;° y;2 + 21.1494601955216566 C; C; x;° y; y; — 10.5747300977608281 ;% ;2
+ 45.7464335452827679 x;2 z;% + 50.3651710907754762 ;% x; y;2 — 100.730342181550951 C; C; z:% i v
+ 50.3651710907754762 ;% x; y;2 — 31.2169216600494532 x; ;4 — 81.1018580051226890 2; ;2 v,
+162.203716010245376 C; C; x; x;% y; y; — 81.1018580051226890 x; x;2 y; — 8.18181286909976464 z; y;*
+ 32.727251476399065 C; C; x; y:> y; + (—16.3636257381995293 — 32.727251476399065 C;” C;°) z; y;? y;2
+ 32.727251476399065 C; C; x; y; y;° — 8.18181286909976464 x; y,;* + 8.43560972854292515 x;°
+ 44.4201543324733570 ;% y;2 — 88.840308664946710 C; C; ;2 y; y; + 44.4201543324733570 ;% ;2
+ 14.7867767320250431 x; y;* — 59.14710692810017 C; C; x; v;> v
+ (29.5735534640500862 + 59.14710692810017 C;* C;2) ; ;2 y;% — 59.14710692810017 C; C; x; y; y;°
+ 14.7867767320250431 = y;*

“duree=", .090

Calcul de la méme inégalité a partir de la méthode des polynémes de Legendre (a condition que I'inégalité y soit présente)

UD:=INVDLEG(pp,qq,Dmin,Dmax,da,COSSYmT,XnmT,som2alfa):
UDLeg:=map(sort,sort(collect(UD,varxyij,distributed),varxyij),alpha):
nops(%);

print("duree=",time()-deb):

vV V V V

28
“duree=", 5.629

> UDTr-UDLeg: simplify(%);

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 3.5.1 e Page 110 de 176

Instructions pour comparer terme a terme ces 2 développements par visualisation directe (changer comme on veut le ler paramétre
de la fonction op(xxx,UDTr) suivante, mais xxx doit étre inférieur a nops(UDTTr))

> term:=op(10,UDTr);

nxi:=degree(term,x[i]): nxj:=degree(term,x[j]):
nxbi:=degree(term,xb[i]): nxbj:=degree(term,xblj]):
nyi:=degree(term,y[i]): nyj:=degree(term,y[j]):
nybi:=degree(term,yb[i]): nybj:=degree(term,ybl[j]):
coeff(coeff(coeff(coeff(coeff(coeff(coeff(coeff(UDLeg,x[i],nxi),xbli]
g)nxbi),X[i],nXJ').Xb[J],nxbj),y[i],nyi),yb[i],nybi),y[i].nyj),yb[i].nyb

1)

vV VVVVYVYV

2488563 . 28665
8192 ¢ T 256
2488563 . 28665
g192 ¢ " 256

5 2 2
a%) iz y;

term 1= (

3.5. Fonction perturbatrice d’'une planete

On reconstitue la fonction perturbatrice :
1 ricos(9)
Km: (— — +—"7

m] <A Tj2 )
a partir des développements construitseation 3.3%t3.4. Si on peut utiliser le développement en polynémes de Legendre, on obtient
un développement complet a un degré donné mais modéré, sinon, on construit la fonction perturbatrice inégalité par inégalité.

Ce paragraphe permet aussi de calculer les équations de Lagrange avec la fonction perturbatrice calculée ici; les équations de

Lagrange seront vues plus loin danstation 5
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3.5.1. calcul explicite complet (degré faible)

> read cat(chemin,'EqLag.pr’):
> da:=8; degmx:= 4;
da =8
degmz =4

Lecture de% (ou I'on a implicitement supposé que la plangtétait extérieure a la planete donca,; < a; ):

> read cat(chemin,'UDpxy‘.da.’ ‘.degmx.‘.m‘): nops(UDxyij);
> op(%/2,UDxyij);

9798

158025 2 .2
4006 eL; eLj3 a® xb;? yb,

Lecture de la partie indirecte :

> read cat(chemin,'Uind‘.degmx..m‘): nops(Uindxyij);
> op(%/2,Uindxyij);
262
3 @i yb; yi x;
5 6Lj2
Si les indices des planétes vont en croissant avec leur distance au Soleil<pgum a o = g—; < letonaalors:

U, = Km; (aj ol (Y2 cos(S)>

a; A a; T
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> Uij:=expand(UDxyij - alpha*Uindxyij): nops(Ui));
9536
> UP[il:=K*m[j}/a[j]*Vij:

Dans le méme temps, la plangtest perturbée par la planéteet on a pour elle :

_Kmi fa;  _amj Giye
U; = ” (A «@ aj(ri)COb(S)

Il faut donc inverser les indiceset j dans la partie indirecte telle qu’elle a été construite:

> Uji:=expand(UDxyij- 1/alpha”2*subs(i=ii,j=i,ii=},Uindxyij)):
> nops(Uji);

10060
> UP[jl:=K*m[i]/a[j]*Uji:

> UPxyij:=[UP][i],UP[j]]:

> save UPxyij, cat(chemin,‘'UPxyij‘.da.’_‘.degmx.‘.m"):

Pour relire ce fichier, il faut faire :

> read cat(chemin,’'UPxyij8_4.m"):

> UPJi]:=expand(op(1,UPxyij)): UPJj]:=expand(op(2,UPxyi))):
> nops(UPJi]);nops(UPJ]);

9536
10060

La forme suivante restitue les fonctions exponentielles, mais est assez longue a obtenir s'il y a beaucoup de termes
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> # UPexpl[i]:=combine(subs(eL[i]=exp(I*L[i]),eL[j]=exp(I*L[]),UPIi]),exp):
> # UPexp[j]l:=combine(subs(eL[i]=exp(I*L[i]),eL[j]=exp(I*L[j]),UP[j]).exp):
> # collect(TRONC(UPexpli],2,varxyij),exp);

On peut d’ici calculer les équations de Lagrange relatives a cette fonction perturbatrice :
vers EqLag(UP)

3.5.2. Calcul par inégalités (par coefficients de Laplace)

read cat(chemin,‘initmo.pr):
read cat(chemin,‘IngUind.pr*):
read cat(chemin,’IngUDLap.pr’):
read cat(chemin,'EqLag.pr’):

vV V. V V

On fixe les degrés utiles et la puissance maximum souhaitée éventuellement(soon désire un développement tronquénepar
I'utilisation de CalphaT) , puis on initialise les calculs avéailNEGLap Aan.4

Dmin:=0; Dmax:=4; da:=8;

debO0:=time():

inineg:=IniINEGLap(Dmin,Dmax):

XnmT:= op(1,inineg):
COSSYmI1T:=TRONC(COSSYm1,Dmax,[Y[i],Yb[il,Y[],Yb[j):

for k from 0 to Dmax/2 do: DELTACOSSYmT.k:=op(k+2,inineg) od:

vV V. V V V V
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> si='st ki='k: m:='m’:
> Us:=expand(sum(sum(Ca(s,k,m,alpha)*beta”(k)*(beta"2-1)"m*W"k,k=0..Dmax
> [2),m=0..Dmax)):
> DbetaW:=combine(Us,power): nops(%);
> print(time()-debO0):
Dmin =0
Dmax :=4
da :=8
45
.041

On choisit une inégalitgp L; + qq L; ( pp associé a la planéte intérieureggta celle extérieure) :

> pp:=2; qg:=-1;
pp =2
qq = —1

Calcul de la partie indirecte concernant cette inégatitéeqition aux deux cas planéte intérieure et planéte extérieure: ici on ne
doit pas permuter les indices pour passer d’'un cas a I'autre, sauf & permuterneeisgi):

deb:=time():
ingINDIi:=INEG(pp,qq,Dmin,Dmax,1,-2,COSSYm1T,XnmT):
PRINTRONC(ingINDi,2,varxyij):
ingINDj:=INEG(pp,qq,Dmin,Dmax,-2,1,COSSYm1T,XnmT):
PRINTRONC(ingINDj,2,varxyij):
UiPerturBParj:=alpha*ingINDi:
UjPerturBPari:=1/alpha”2*ingINDj:
print("duree=",time()-deb):

vV V. V VVVYVYV
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3 1
7176 xT; xbf, —+ ...+ 9 Z ..'L'bl

3
_i a8g .Z'bi2, + ...+, zb;

“duree=", .389
Calcul de la partie directe en coefficients de Laplace :

deb:=time():
UD1:=INVDLAP(pp,qq,Dmin,Dmax,DbetaW,DELTACOSSYmT,XnmT):
UD1:=sort(collect(UD1,varxyij,distributed),varxyij):  op(1,%);
print(nops(%%),"duree=",time()-deb):

vV V. V V

11 3
(=3Ca(1, 0, 2, a) + 5 Ca(1,0, 1, o) — 3 Ca(1, 0,0, o) —3Ca(l, 0, 3, o)) x; zh;?
8, “duree=", .040

On montre dans ce qui suit comment utiliser ce développement, soit en évaluant les fonctiomie deaniére tronquée, ou
complétement:

Calcul du développement tronqué &n

deb:=time():
UD2:=eval(subs(Ca=CalphaT,UD1)):

UD2i:=sort(collect(map(sort,UD2-UiPerturBParj,alpha),varxyij,distribu
ted),varxyij):  op(1,%);

UPTIi]:=K*m[j]/a[j]*UD2i*eL[i]*pp*eL[j]"qq:

vV V.V V V
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> UD2j:=sort(collect(map(sort,UD2-UjPerturBPari,alpha),varxyij,distribu
> ted),varxyij): op(1,%);
> UPTr[j]:=K*m[i]/a[j]*UD2j*eL[i]*pp*eL[j]*qq:
> print(nops(%%%),"duree=",time()-deb):

eSommaire

5775 . 75 . 3 ,
(8102 ~T02a® T1g®) %
5775 . 75 . 3 . 3 31 )
(8102 " Tom® t16® 1%t 152 %"

11, “duree=", .041

On remplace icCa parCalphapour obtenir un résultat complet en, analytique si on ne donne pas de valeur 2ou numérique

sinon.

> deb:=time():

> UDa:=eval(subs(Ca=Calpha,UD1)):

> UDai:=sort(collect(UDa-UiPerturBParj,varxyij,distributed),varxyij):

> op(1,%);

> UPa[i]l:=K*m[j}/a[j]*UDai*eL[i]*pp*eL[j]*qq:

> UDaj:=sort(collect(UDa-UjPerturBPari,varxyij,distributed),varxyij):

> op(1,%);

> UPa[j]:=K*m([i]/a[j]*UDaj*eL[i]"pp*eL[j]*qq:

> print(nops(%%%),"duree="time()-deb):

45 . 5 7 33 35 3 13 525 9 7 3
——®F([5, =], [4], o?) + — *F([=, = 2) — = aF(z, = - ——a"F([=, = 2+ = a) z; zb;?
(735 @ F([5) 3], 4], @) + 552 0* F([5, 31, Bl, @) = 7z aF (3, 51, [, o) = 5o a” F((3, 5], 8], o) + 15 @) i ab
B e T 2y 33 sprd. 2 2y_ 3 ,pk 3 oy D e U oy S Ly 2
(135 " F(5: 3 [, 0®) + 52 0 F((5, 31, Bl 0®) = 15 aF((5, 51 [, 02) = 5oz o F((5, 51, Bl 02) + 5 =) @i abs

11, “duree=", 0

Pour la visualisation du caractére analytique, on ne considére que la partie de degré 2 de cette inégalité :
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> TRONC(expand(UPal[i]),2,varxyij); TRONC(expand(UPa[j]),2,varxyij);
3 5 1 3

3 Kmy; eLi? o F([§ 5] 38, @®) 4 Kmjella 1 KmjeL;? ozF([2 2] 2], a?) ,
_2 _ = zb;
16 aj el 4 ajel; 4 aj eL;
37 15
. 5 Kmj eL2a4F([2 2] [4], a?) 73ij €Li2042F([§, 5], [3], &%) "
32 aj eL; 16 aj eL; /
2 3pS ° 2 3 2
73 Kml eLi (&% F([§7 5], [3}, (0% ) L1 1 Kml EL OéF([Q 2] [2] « ) B Kml eLiQ b
16 a; eL; 4 a; eL; a; a? eL; !
37 1 5
5 Km; el a F([§ 5] [4], @) g Km; eL;? o? F([§’ 5], [3], a?)
_ 2 b
+ 32 aj eL; 16 ajeL; e

Calcul numérique pour une valeur donnéende

deb:=time():
alpha0:= 0.628729981643458 ; Precision:=18:
UDni:=subs(Ca=Calpha,alpha=alpha0,UD1-UiPerturBParj):

UDnj:=subs(Ca=Calpha,alpha=alpha0,UD1-UjPerturBPari):
UPN[i]:=K*m[j}/a[j]*
sort(collect(evalf(UDni,Precision),varxyij,distributed),varxyij)*eL][i]
App*el[jJrqq: factor(TRONC(expand(UPn[i]),2,varxyij));

VVVV V V V
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UPnN[j]:=K*m([i]/a[j]*
sort(collect(evalf(UDnj,Precision),varxyij,distributed),varxyij)*eL][i]
"pp*eL[jJ*qq: factor(TRONC(expand(UPn[j]),2,varxyij));

print("duree=",time()-deb):

vV vV V V

a0 := .628729981643458
Km; eL;? (.05504701330 zb; + 04412579150 zb;)
ajeL;
K m; eL;? (2.427579884 xb; + .04412579149 zb ;)
aj eL;
“duree=", .029

Pour garder une certaine analyticité par rapport aux demi-grands axes, on peut aussi développer les foactongsdnage
d’une valeurqy : La fonctiontaylor ayant des difficultés a calculer au voisinage d’une valeur non nulle, on reprogramme ce calcul a
I'ordre n avec une précision dedigits:

> TAYLORf:=proc(f,x,x0,n,p) local sk,f1:

> s:=evalf(subs(x=x0,f),p): fl1:=f:

> for k from 1 to n do :

> flL:=diff(f1,x):  s:=s+(x-x0)*k/k!*evalf(subs(x=x0,f1),p):
> od:

>  RETURN(s):

> end;
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TAYLORf := proc(f, x, z0, n, p)
locals, k, f1;
s := evalf(subs(z = 20, ), p);
fl=f;
for ktondofi := diff(f1, z); s := s + (x — 20)* x evalf(subs(z = 0, f1), p)/k! od;
RETURN(s)
end

Pour l'usage dans les équations de Lagrange a I'ordre 1 des masses, il suffit de développera+otdre

> UPna[il:=TAYLORf(UPa]i],alpha,alpha0,1,Precision);

UPna; := K m;(—.055480699310190140 z; zb;? + .442184385376296847 x; xb; xb; — .188420221114353984 x; xij
+ .143872057580334582 b, x; — .450851214079232182 xb; x; xb; + .157182495410864500 zb; y; yb,
— .314364990821729000 C; Cj xb; yb,; y; + .157182495410864500 zb; y; yb; + .249306636621938952 ij2

—.055047013307675651 zb; — .0441257914901793386 xbj)eLf /(aj eL;) + ((o — .628729981643458) K m i (

—1.39632118296485533 x; xb;* + 4.41419832373478358 x; b, zb; — 2.30977257976616104 x; a:bj2
+ 2.30772959542576571 b, x; — 5.66355169656027571 xb; x; xb; + .250000000000000000 zb; y; yb,
— .500000000000000000 C; Cj xb; yb; y; + 250000000000000000 zb; y; yb; + 3.07218944374175051 z; xij

— .443102338225822874 xb; + .057503104890499379 zb, ) eL;>) / (a; eL;)

> UPna]i]:=collect(collect(expand(
> %),varxyij,distributed),[K,m[i],m[j],a[i],a[j],eL[i],eL[j]],distribut
> ed);
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UPna; := (((3.07218944374175051 ov — 1.682270976) 2:; zb;2 + (—2.30977257976616104 ov + 1.263803051) z; b2
— 500000000000000000 C; C; v zb; yb, y; + (—2.333154446 + 4.41419832373478358 ) ; xb; b,

+ (2.30772959542576571 a — 1.307066728) b, xj + (.2235447116 — .443102338225822874 o) xb;
+ (—.08027971757 + .057503104890499379 ) zb; + (—1.39632118296485533 o + .8224282924) x; zb;?
+.250000000000000000 & zb; y; yb; + .250000000000000000 a zb; y; yb;
+ (—5.66355169656027571 o + 3.109993540) ab; 2 2b;) K m; eL;*) /(aj eL;)
> UPna[j]:=TAYLORf(UPa[j],alpha,alpha0,1,Precision);

UPnaj := K m;(1.72391895358956110 x; zb;? + .442184385376296847 x; xb; xb; — .188420221114353984 z; xbjz
+ .143872057580334582 b, xj + .735415221187268638 zb; x; xb; + 2.52971536594386614 zb; y; yb,
—5.05943073188773228 C; Cj xb; yb, y; + 2.52971536594386614 zb; y; yb; + .249306636621938952 x xbjz

— 2.42757988384067729 zb; — .0441257914901793386 zb;) eL;> / (a; eL;) + ((o — .628729981643458) K m,(

—7.61911957767006690 x; zb;> + 4.41419832373478358 x; zb; xb; — 2.30977257976616104 x; zb ;2
+2.30772959542576571 wb; ; — 9.81208395969708342 zb, x; zb; — 8.04706452627361542 zb; y; yb,
+16.0941290525472308 C; C; wb; yb, y; — 8.04706452627361542 zb; y; yb; + 3.07218944374175051 a5 b ;>

+ 7.85396218804779255 wb; + .057503104890499379 zb; ) eL;%) / (a; eL;)

> UPna][j]:=collect(collect(expand(

> (ch),varxyij,distributed),[K,m[i],m[j],a[i],a[i],eL[i],eL[i]],distribut
> ed);
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UPna; = (((3.07218944374175051 a — 1.682270976) z; zb;2 + (—2.30977257976616104 o + 1.263803051) z; zb >
+ (16.0941290525472308 o C; C; — 15.17829219 C; C;) y; yb; b;
—2.333154446 + 4.41419832373478358 ) x; b zb; + (2.30772959542576571 a — 1.307066728) zb; 2
—7.365601386 + 7.85396218804779255 ) zb; + (—.08027971757 + .057503104890499379 ) zb;

+

+

+ (6.514287866 — 7.61911957767006690 o) x; xb;* + (7.589146097 — 8.04706452627361542 ) zb; y; yb;

+ (7.589146097 — 8.04706452627361542 o) xb; y; yb; + (—9.81208395969708342 v +- 6.904566589) xb; 5 2b;)

K m; eL;?) /(aj eL;)

vers EglLag(UPa(Utilisation des équations de Lagrange avec la forme analytique(efa) de la fonction perturbatrice)

vers EqlLag(UPTr{Utilisation des équations de Lagrange avec la forme analytique tronqué@piTr) de la fonction perturba-
trice)

vers EgLag(UPn{Utilisation des équations de Lagrange avec la forme UPna (semi-numérigugpdmnla fonction perturbatrice)
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4. Deéveloppements de fonctions perturbatrices de satellites

4.1. Introduction

On se propose de construire le développement analytique de la fonction perturbatrice d’'un satellite orbitant une planéte non sphérique.
On suppose cependant que I'on recherche ces développements en fonction des éléments osculateurs de 'orbite du satellite et des
angles donnant l'orientation du repere lié a la planéte. On utilise pour cela les développements du mouvement képlérien et.ceux en
inclinaisons introduits dans fection 2 Dans le cas du mouvement planétocentrique d’'un sat8llitee masse:; autour d’une planéte(4.24)

P non sphérique de masa¢, la fonction perturbatrice directe du satellite est développée en fonctions harmoniques sphériques sous la
forme :

w > 1> H 5 Qn, p(sin(5,)) (an,p exp (I P ;) + b, p €xp (Ip@-»)

n=2 =0

ou a. est le rayon équatorial de la planétg, d; et 5; les coordonnées sphériques équatoriales du satellite dans un repere équatorial
lié a la planete, et oa, , etb, , sont des coefficients d’aplatissement de la planéte, reliés aux coefficients clagsioues ets.,. ,
par des relations explicitées ér3. Pour obtenir ce développement, on a utilisé notamment la propriété des fonctions associées de
Legendre de pouvoir s'écrire:

P, »(sin(d)) = cos? &; @y, p(sin(d;))
ce qui permet de mettre en évidence les puissandescos(d;) exp (I 8;)] ou defcos(d;) exp (—I ;)] , fonctions qui ont été dévelop-
pées er. 4.

La massgu; du satellite intervient dans cette expression par le fadtéur 1; si I'on considere le mouvement planétocentrique du
satellite. En effet, le potentiel de gravitation entre la planéete et son satellite s’écrit initialement:

KMup;, KMp <= [x=, ac., ,
U=Mp; V(ry, 6, 5;) = - Piy - K Z Z (T—) cos? 0; Qn, p(sin(d;)) (an,p exp (Ip B;) + bn, p €xp (—Ipﬁﬁ))

n=2 =0

our; = PS; = ||0S; — OP|| et ouicos(d;) cos(05;), cos(d;) sin(3;), sin(d;) sont les projections du vecteur unitaire B8, sur les
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axes principaux d'inertie de la planéte. Ceci donne les équations suivantes pour le mouveMehtlé®; en repere galiléen :

d*> OP d? 0S;
gz M gradp(V) et yP

= M gradg (V)

d’ou I'on déduit I'équation du mouvement d& en repére planétocentrique:

d* PS;
= M gradg, (V') — p; gradp(V)
Vues les variables dont dépefd on agradp(V) = —gradg, (V) d’ol I'expression annoncee de la fonction perturbatrice, ayant
en facteurM + p;. (6.43)

4.2. Initialisations

On relit les développements e, Xb, Y etY'b construits dans la premiére partie, et on les prépare a pouvoir étre utilisés pour deux
corps d’indices et j:

Si ce n'est pas déja fait, commencer par exécuter la phaséidlisationsgénérales, puis :

read cat(chemin,‘cosS.m’):

read cat(chemin,'sincosd.m’):

read cat(chemin,'kepler20.m"):

read cat(chemin,'SINDCOSDXYiel0.m");
read cat(chemin,'SINDCOSDEXPBsig.m’);
read cat(chemin,'COSSXij10.m");

read cat(chemin,’Xnm10.m");

vV V. V V V V V
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> Dmax:=10;
Dmaz =10

ASR:=TRONC(ASR,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(ASR,3,[X,Xb]);
RSA:=TRONC(RSA,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(RSA,3,[X,Xb]);
THETA:=TRONC(THETA,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(THETA,3,[X,Xb]);
THETAB:=TRONC(THETAB,Dmax,[X,Xb]): PRINTRONC(THETAB,3,[X,Xb]);
PRODPOL(THETA, THETAB,Dmax,[X,Xb]);

390625 X0 9 1 1 1

9 1 1 1
e, — X3 —X2Xb— — X XbP 4+ = X+ = X2+ S XBP+ X+ - Xb+1
145152 ’ 16 16 16 16 Tt ts tgatgaby

78125 ., 3 s 3 unu, 3 o5 3 s 1_, 1 1,
so030d X Tt Tp X0 e X2 Kb+ 2o X XbT — o X0 — 2 X2 4 o X Xb— o Xb

25937424601 4 5 1 9 1
S T X0 X3S X2Xh - — X4+ S X2 X Xb— - XM+ X —Xb+1
3715891200 Tty 4 b 12 b *3 b 8 b+ b+
4782969 _ 1 4 5 2 4.5 1 _, 9

45875200X R 12X 4XXb +3Xb 8X XXb+8Xb X+ Xb+1

vV V. V V V

1
2

1
X—EXb-i-l

1
ASRj:=subs(X=X[j],Xb=XDb[j],ASR): ASRi:=subs(j=i,ASRj):
RSAi:=subs(X=X][i],Xb=Xb[i],RSA): RSAj:=subs(i=j,RSAI):
THETAI:=subs(X=X[i],Xb=Xbl[i], THETA):
THETAj:=subs(i=j, THETAI):
THETABI:=subs(X=X[i],Xb=Xbl[i], THETAB):
THETAB|:=subs(i=j, THETABI):
varXYij:=[X[i],Xb[i], Y[i], Yb[i],X[jI,Xb[j], Y1, Yb[j1]:
varXij:=[X[i],Xb[i],X[j],Xb[j]]:
varXYije:=[X[i],Xb[i], Y[i], Yb[i],X[],Xb[j], Y[j. Yb[j],Y[e],Yb[e]]:
varXYie:=[X[i],Xb[i],Y[i],Yb[i],Y[e],Yb[e]]:

vV V. V V VvV V V V V V
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> varxyij:=[x[i],xb[i],x[i].xb[].y[i].yb[il.y[il.yb[il:
> varxyije:=[x[i],xb[i],x[i].xb[].y[i].yb[i].y[il.yb[i.y[e].yb[e]]:
> varxyie:=[x[i],xb[i],y[i],yb[i],y[e],yb[e]]:

4.3. Développement en harmoniques sphériques, du potentiel de gravitation d’'une planéte en un point S

Le développement du potentiel de gravitation d’une planéte non sphérique en uf pdiige les fonctions harmoniques sphériques,

qui s’expriment en polyndmes de Legendre et en fonctions associées de Legendre ayant comme argument le sinus dé telatitude
S, latitude dans un repere équatorial principal d’'inertie lié a cette planéte et ayant son origine en son centre de masse s@it

les coordonnées équatoriales$ide développement du potentiel en ce point peut alors se mettre sous la forme (voir le cours)C15.4.3

U(S) = 3 KM 0 (3 Pap(5in6)) (en,p cos(p ) + s, 5n(p 5)))
n=0 p=0

ou a. est le rayon équatorial de la planéfd, sa masse et ou 1e8, ,(x) sont les fonctions associées de Legendre. On peut aussi
I'écrire sous forme complexe :

a."

US) = 3 KM iy |32 Prplsn®) (e exp (TB) + by exp <1pm>)

Les coefficients d’'aplatissemeny, , et b, , sont alors complexes, reliés aux coefficients classiglies:,,, , et s, , par les
relations:
Cn,0 =—Jn et Sp,0=0 Vn et en particulier:  ¢g 0 =1 et c1,0=0
puis

Cn,p — L sp,p

Cnp+1s
An,p = 2 et bn,p = =E —E

2
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soit encore:
Cn,p = An,p + bn,p et Sn,p =1 (an,p — b, p)

On a enfin une autre expression de ce potentiel, faisant intexveiid) exp (I 3) , c'est-a-dire la coordonnée complexe$idans
le plan équatorial et ses puissances:

a.”

U(S) = Y KM 5 |3 Qu,plsin(8)) cos(3)” (an,p exp (Ip8) + b, exp(—fpm))
n=0 =0

Les fonctions?,, ,(x) se calculent par récurrence, comme les fonctions associées de Legendre, a partir des polynémes de Legendre
P,(z) , selon la formule classique :

(n=p) @n,p(x) = (21 = 1) 2 Qn-1,p(2) + (n =14 p) @n-2,p(z) =0

avecQ,,, »(z) nul pourn < p etQ,, o = P, .\Voici la procédure correspondante :

with(orthopoly,P):

Q:=proc(n,p,x) option remember;

if p=0 then P(n,x) elif p>n then 0 elif p=n then (2*n)!/2”n/n! else
((2*n-1)*x*Q(n-1,p,X)-(n-1+p)*Q(n-2,p,x))/(n-p) fi;

end:

vV V.V V V

4.3.1. Développements analytiques complets (degré modéré)

On développe ici séparément les termeé/d#), correspondant chacun a un harmonigye, oub,, ,:

> degmx:=6;
degmz := 6
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eSommaire

ASRIT:=TRONC(ASRIi,degmx,varXij): nops(%);
SI:=TRONC(SINDXYiel0,degmx,varXYie): nops(%);
CO:=TRONC(COSDEXPBXYiel0,degmx,varxYie): nops(%);
COB:=TRONC(COSDEXPBBXYiel0,degmx,varXYie): nops(%);

25

130

134

134

Pour calculer le développement au degegmaxdu terme(n,p) de U(S) en fonction des variablegX, Xb, Y, Yb) ou des

(z, xb, y, yb) ou des(e, w, v, ) on propose d'utiliser la procédure suivante ou le parangzs@rend les valeurs 1, 2 ou 3 suivant
ces 3 cas respectifs. Le résultat correspond au cas chojsies$inul, on calcule directement la fonction dépendant du polynédme de

LegendreP, (sin(d)) . Sip est positif, on fait les calculs avec les fonctions associées de Legendre redéfinies ci-dessus et qui viennent
en facteur de, , , tandis que poup négatif, ce sont celles en facteurlgg,,.

vV V. V V

ABnp:=proc(n,p,degmax,cas) local Uk,UkXY,Ukxy,Ukei,var;
var:= [X[i],Xb[i],Y[i],Yb[i],Y[e],Yb[e]]:

if p=0 then
Uk:=mtaylor(ASRiTA(n+1)*P(n,Sl),var,degmax+1)

elif p>0 then
Uk:=mtaylor(ASRiTA(n+1)*Q(n,p,SI)*CO"p,var,degmax+1)
else

Uk:=mtaylor( ASRiT~(n+1)*Q(n,-p,SI)*COB”abs(p),var,degmax+1):
fi: if cas=0 then RETURN(UK) fi:
subs(sigma=exp(I*L[i])/exp(I*L[e]),UK):
UkXY:=collect(combine(%,exp),exp,factor);

if cas=1 then RETURN(UKXY) fi:

vV V. V. V V V V V V V V V
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> Ukxy:=collect(combine(

> subs(X[i]=xbl[i]*exp(I*L[i]),Xb[i]=x[il/exp(I*L[i]),

> Y[il=ybl[iJ*exp(I*L[i]), Yb[i]=y[il/exp(I*LIi]),

> Y[e]=yb[e]*exp(I*L[e]), Yb[e]=y[e]/exp(I*L[e]),

> expand(UkXY)),exp),exp,factor);

> if cas=2 then RETURN(Ukxy) fi

> collect(combine(

> subs(x[i]=e[i]*exp(I*omegali]),xb[i]=e[i}/exp(I*omegali]),

> y[il=gamma][i]*exp(I*Omegali]),yb[i]l=gamma]i}/exp(I*Omegali]),

> y[e]J=gammale]*exp(I*Omegale]),yb[e]=gammale]/exp(I*Omegale]),
> expand(Ukxy)),exp),exp,factor);

> Ukei:=collect(simplify(convert(%,trig)),cos,factor);

> if cas=3 then RETURN(Ukei) fi:

> RETURN(UK):

> end:

Quelques exemples (qui permettraient le calcul des termés es, etsqq); Oon peut vérifier qu&/ J (2,2, —, —) etUJ(2, -2, —, —)

sont bien conjugués l'un de l'autre. Le premier exemple permet de comparer le développement du tésnaeesnles résultats
classiques donnés par exemple en dans le cows®@mon 21.5

> PRINTRONC(ABnNp(2,0,degmx,3),2,[e[i],gamma]i],gammale]]);

39 )
Z — Z COS(*Q w; + 2Ll)) €;

+ (—3 OiQ COS(—Q Q;, + 2 Ll) +3 012) ’)/iQ + (6 C.C; COS(2 L; — Q. — Qz) —-6C,.C; COS(Qe = Ql)) Yi Ye

cos(wai + GLZ)) 61'6, + ...+ , (7

141 1
(== — —cos(—4w; +4L;) — 1 cos(—2w; +2L;) — 332607

+(=3C.%cos(2L; —29Q.) +3C.2) 7.2 — gcos(—wi +L;)e; — %
> PRINTRONC(ABNnp(2,0,degmx,2),2,[x[i],xb[i],y[ilyb[i],y[e].yb[e]l]);
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1
—73 oy 6(7611”') .’Ei6, + ...+ ,—9 %2.’%2 — §[L‘2 zb; — 2%1 Ibiz — §C12 (702%2 I 3012 Yi ybl SIS 3Ce Cl %2:1/1 Ye
640 8 4 8 2
3 3
—3Ce Ciyiyb, — 5 Ci* %1 yb;” = 3 Ce Ci yby ye + 3 Ce Ci %l yb, yb, — 5 Ce® %2 ye® +3Ce” ye ybe
3 3 , 3 . 1
~3 C.? %1 yb,? — 1 e(=1Ld) g, — 1 e L) zb; — 3

%1 — 6(21Li)
%2 1= e(=21Li)
> PRINTRONC(ABNp(2,2,degmx,2),2,[x[i],xb[i],y[i],yblil.yle],yblel]);

4 15 o1

5 e(721Le—4lLi) 46 4 4 = %l x; xb; + = eI Li=21Le) ph2 4 §e(=21Le) 2 _ 6%l y; yb, — 12C; Cpe("21Le) y, gy,
3 21

+12C, C; %l yb, ye +6e(7211Le) .2 — 6 %1y, yb, — 5 eULi=21Le) oo 4 5 eBILi=2ILe) g 4 391

%1 := (21 Li—21Le)
> PRINTRONC(ABNp(2,-2,degmx,2),2,[x[i], xb[i],y[i].yb[i].y[e],yb[e]]);
73369 51 15
S b e{=81Li+21Le) 56 4 E e(=41Li+2ILe) .2 5 %1 x5 zb; — 6 %l y; yb; +12C, C; %ly; yb, + 6T Le) yp 2
21
—12C. Cie®TLe) yb yb, — 6 %ol ye yb, + 621 Le) yb % + > e{=81Li+2ILe) g _ 3 e(-1Lit2ILe) pp. 4 3%1

2
%1 := e(—21Li+21L.)

Boucle permettant de calculer un ensemble de ces fonctions (ici toutes les harmoniques jusqu’a I'indice 6):
> deb:=time(): ABxy:=array(2..6,-6..6):

> for nj from 2 to 6 do:
> for np from -nj to nj do:
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> ABxy[nj,np]:=ABnp(nj,np,degmx,2):
> od:
> od:
> print(time()-deb):
1734.871
> # print(ABxy):

Exemple pour changer 'indice du satellite dans I'un de ces développements:
> subs(i=j,ABxy[2,2]):

sauvegarde de cet ensemble de développements :

> save ABxy , cat(chemin,’ABxy‘.degmx.'.m"):

4.3.2. Développements analytiques par inégalité

On calcule ici les termes par inégalité

> with(orthopoly,P):
> Q:=proc(n,p,x) option remember;
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>
>

if p=0 then P(n,x) elif p>n then O elif p=n then (2*n)/2"n/n! else
((2*n-1)x*Q(n-1,p,x)-(n-1+p)*Q(n-2,p,x))/(n-p) fi;
end:

Le fichier "initmo.pr" contient aussi la procédungmoApla qui établit la liste des mondmes présents dans le développement d'une
inégalité donnée intervenant dans les perturbations par I'aplatissement (avec lesiirtiicesur les variables concernées) :

>

read cat(chemin,‘initmo.pr’):

La procédure suivante est une versiorCREFTTSadaptée aux variables d’aplatissement, utilisée tNNBSApla

vV V. V V V V V V V V V V

COEFTTSie:=proc(s,ni,nbi,ne,nbe) local c,rkkm:
ri=table(): km:=1:
c:=coeff(coeff(coeff(coeff(s,Y[i],ni),Y[e],ne),Yb[i],nbi),Yb[e],nbe);
if type(c,'+) then

km:=nops(c):

for k from 1 to km do

r[k]:=COEF(op(k,c)):

od

else r[1]:=COEF(c):

fi:

RETURN([seq(r[k],k=1..km)]):

end:

Les deux procédures suivantes ont déja été utilisées pour le développement d’inégalités pour les perturbations mutuelles de planétes:

>

COEF:=proc(u) local ui,uj,us,cf:
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vV V. V V

vV V. V V V V

Cette procédure initialise les séries en inclinaisons et en excentricité pour les harmoniques souhaités:

vV V. V VVVVYV V V V

ui:=degree(u,thetali]); uj:=degree(u,theta[j]);us:=degree(u,sigma);
cf:=coeff(coeff(coeff(u,theta[i],ui),thetalj],uj),sigma,us);

RETURN([ui,uj,us,cf]):
end:

COEFXXb:=proc(XXnm,nn,mm,n1,nbl) local cf:
cf:=coeff(coeff(XXnm,X,n1),Xb,nb1);

# print(cf):

cf:=subs(n=nn,m=mm,cf):

RETURN(cf):

end:

INIINEGApla:=proc(degmax,dJ) local k,p,x,y,res:
res:=array(-dJ..dJ):

res[0]:= SUBS([x=SINDsig],P(dJ,x),degmax,[Y[i],Yb][i],Y[e],Yb[e]]):
for p from 1 to dJ do:

res[p]:= SUBS([x=SINDsig,y=COSDEXPBsig],Q(dJ,p,x)*y"p,
degmax,[Y[i],Yb[i],Y[e],Yb[e]]):

res[-p]:= SUBS([x=SINDsig,y=COSDEXPBBsig],Q(dJ,p,X)*y"p,
degmax,[Y[i],Yb[i],Y[e],Yb[e]]):

od:

RETURN(res):

end:
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La procédurdNEGAplaconstruit le développement d’'une inégalité donnge [; + ¢q L. ) entre les degrédegminet degmax
pour les perturbations dépendant de I'harmonique) dans la représentation en harmoniques sphéri@ERINCLest le nom formel
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du tableau qui contient les développements en inclinaisons (varighled’d;, Y., Yb.} et ayant en facteur des puissanceg deu
deo = exp (I (L; — L.)). Ce nom est utilisé avec l'indice passé en paramétre. Les développements sont pairs ou impairs en
inclinaisons suivant les valeurs deet p, a savoir méme parité que— p.

INEGApla:=proc(pp,qq,degmin,degmax,n,p,SERINCL,XXnm) local
ic,ip,r,mon,nmon,m1,m2,mono,n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,k1,k2 Kk,
moncos,nMoncos,monoc,ns,c,nti,ntj,c1,c2,c3,cfa,lda,nni,nn;:

ic:=pp+qq: r:=0: if abs(p)>n then RETURN(r) fi

if type(eval(n-p),even) then ip:=0 else ip:=1 fi: print(n-p,ip):
mon:=initmoApla(degmin,degmax,ic,ip,2): nmon:=nops(mon):
for ml1 from 1 to nmon do:

c:=0:

mono:=op(m1,mon):

n3:=op(5,mono):n4:=op(6,Mmono):
n5:=op(7,mono):n6:=o0p(8,mono):n7:=op(9,mono):n8:=op(10,mono):
moncos:=COEFTTSie(SERINCL[p],n7,n8,n5,n6); nmoncos:=nops(moncos):
k= pp +n4-n3+n8-n7:

for m2 from 1 to nmoncos do:

monoc:=op(m2,moncos): c¢3:=op(4,monoc):

if c3<>0 then

nti:=op(1,monoc): ns:=op(3,monoc):

nni:=-(n+1):

c1:=COEFXXb(XXnm,nni,nti,n3,n4):
c:=c+cl*c3*piecewise(k=ns,1,0):

fi :

od:

vV V. V V V V V V V V V V V V V V V V V VVV
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r:=r+c*op(11,mono):

od:

if p<O then r:=r*b[n,-p] else r:=r*a[n,p] fi
RETURN(r);

end:

vV V. V V V

Exemple d'utilisation: On fixes les degrés utiles en excentricités et inclinaisons, et I'mhdtiabes harmoniques sphériques dont
on veut le développement; on calcule tous les ici tous les harmoniques sphériques correspondant a cet indicey enttg@alin et
dJn:

Dmin:=0; Dmax:=6;

dJn:=4;
Dmin :=0
Dmaz =6
dJn =4

PQnp:=array(-dJn..dJn):
XnmT:=TRONC(Xnm,Dmax,[X,Xb]):

La procédurdnilNEGAplatronque les développements utiles en excentricités au dxmeé et prépare les développements en
inclinaisons a leur utilisation dans la procédiM&EGApla. Ceux-ci sont alors disponibles dans le tablE&np

> deb0:=time():

> PQnp:=IniINEGApla(Dmax,dJn):  print(time()-deb0):
931
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Il suffit ensuite de définir les entiergy, gq) représentant une inégalité, et d’exécuE GAplapour obtenir son développement.
Notons cependant que pour une fonction harmonique d’'indicgg,(on a forcémentxp (I (—p) L.) en facteur:

> pp:=2; p:=0; qqg:=-p;

pp =2
p =
qq =0

> PQnp[p]:

> deb:=time():
> INEGApla(pp,qq,Dmin,Dmax,dJn,p,PQnp,XnmT):
> sort(collect(expand(%),varxyie,distributed),varxyie): nops(%);
> USineg:=%%*eL[i]"pp*eL[e]*qq:
> print("duree=",time()-deb):
> # USineg;
4,0
66
“duree=", .230

L'utilisation de ce développement dans les équations de Lagrange (définie$ st alors immédiate: Il suffit de multiplier le
développementSinegpar les facteurs dynamiques qui interviennent dans la fonction perturbatrice d’un satellite par I'aplatissement
de sa planéte:

on commence par lire la procedure de calcul des équations de Lagrange
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> read cat(chemin,'EqLag.pr’):

puis on calcule la fonction perturbatrice, puis les équations de Lagrange correspondantes (pour un satellite, on utilise cette procédure
pour le cas "interieur":

> Up:=expand(‘K*(M+mul[i])‘/a[i]*(a[e}/a[i])*dIn*USineg):
> DVS:=EqLag(Up,"interieur",i,e):
> print(seq(nops(expand(DVS[k])),k=1..4));
97, 253, 99, 92

On peut comparer ce résultat avec cddMSi issu du développement complet au degré 6 (il faut au préalable avoir effectué le
calcul deUSiab(réalisé ent.4.1) et deDVSi ou bien exécuter les 3 groupes de commande suivants)

> read cat(chemin,'USiab_6.m"):

> if p<0 then Upa:=expand(coeff(USiab,b[dJn,-p])*b[dIn,-p]) else

> Upa:=expand(coeff(USiab,a[dJn,p])*a[dIn,p]) fii nops(%);

606

> DVSi:=EgLag(Upa,"interieur",i,e):
> print(seq(nops(expand(DVSi[K])),k=1..4));

490, 1629, 481, 428
Comparaison :
> for k to 4 do:
> rl:= coeff(coeff(DVSIK],eL[i],pp).eL[e],qq):
> r2:= coeff(coeff(DVSi[k],eL][i],pp).eL[e],qq):
> printk," : difference=",simplify(ri-r2)); #
> print('DVSJ'.k.]=",sort(collect(
> 9%,varxyie,distributed,factor),varxyie)*exp(I*(pp*L[i]+qgq*L[e])));
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1, “: difference=", 0
2, “: difference=", 0
3, “ : difference=", 0
4, “: difference=" 0

4.4. Fonction perturbatrice d’'un satellite par I'aplatissement de sa planete
4.4.1. Développement complet

Calcul du développement complet, a partir des harmoniques sphériques obteriizédm maniere compléte au degré 6 et pour tous
les harmoniques possibles jusqu’a I'indice 6.

> degmx:=6;
> read cat(chemin,’ABxy‘.degmx..m"):
> read cat(chemin,'EqLag.pr):
degmz =6

Développement en coefficients complexgs, etb,, ,, :

> n='n" p=pt

> USiab:=expand(‘K*(M+muli])'/a[i]*sum((a[e]/a[i])*n*(a[n,0]*ABxy[n,0]+s
> um(a[n,p]*ABxy[n,p]+b[n,p]*ABXxy[n,-p],p=1..n)),n=2..6)):  nops(%);

26368
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> USiab:=subs(exp(I*L[i])=eL][i], exp(I*L[e])=eL[e], USiab):
> nops(%);
26368
exemple de terme:
> 0p(190,USiab);
g15 K (M + mulil) ae 04,0 y® yb,” yi yb, Ci° Ce

a;°

> save USiab, cat(chemin,’'USiab_6.m"):

Développement en coefficienfs , c,, , ets,, , :

> USiJcs:=expand(subs(seq(a[n,0]=-J[n],n=2..6),

> seq(seq(a[n,pl=(c[n,p]-1*s[n,p])/2,p=1..n),n=2..6),

> seq(seq(b[n,p]=(c[n,p]+I*s[n,p])/2,p=1..n),n=2..6),USiab)):
> nops(%);

50082
exemple de terme
> 0p(190,USiJcs);

I K % (M + muli]) a.® Js eLi® yb,® yb, yo C;°

15 7

a;
> save USiJcs, cat(chemin,'USiJcs_6.m’):
Ces développements sont alors prets a pouvoir étre utilisés dans les équations de Lagrange
vers les équations de Lagrange

4.4.2. Développement par inégalités

Ce type de développement est calculable, ainsi que les équations de Lagrange correspondantes, dané.iasection
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4.5. Cas de deux satellites massifs : termes de perturbation indirecte par I'aplatissement

Dans le cas de plusieurs satellites massifs, interviennent leur perturbations mutuelles, analogues aux perturbations entre planétes vues
dans lasection 3 Il faut aussi faire intervenir I'aplatissement de la planéte, qui agit sur chaque satellite par une fonction perturbatrice

de la forme décrite eri.3 et 4.4, mais la masse non négligeable des satellites engendre sur leur mouvement planétocentrique, des
perturbations indirectes : En effet, en notditu; V; = M u,; V(r;, 6;, 3;) le développement en harmoniques sphériques du potentiel

de gravitation de la planéte aplatie sur un sateflitde potentiel de gravitation de la planéte et de deux satefitet S; s’écrit (avec

une constante de gravitation prise égale a 1):

U=MpVi+ Mp; V; + 2159
7
our; ; estla distancé; S; (et ou{r;, d;, 5;} sont les coordonnées sphériques du veci&jrdans un repére planétocentrique). Des
équations du mouvement dans un repére galiléen ;
d?> opr d? 08,

T M gradp(Vi) + p; grad p(V;) et

1
ol M gradg, (Vi) + p; gradSi(ri,j)

on déduit, sachant qugad p(V;) = —gradg, (V;):

d? PS; 1
2 (M + ;) grads, (Vi) + pj grads, (——) + pj gradss, (V)
7

On aurait une équation analogue pdtf;. Le dernier terme de cette équation représente une perturbation indirestpaieS;,
dont la partie principale egt; grad g, (7%) , laquelle peut se mettre sous la forme classique de la perturbation indirecte d’un probléeme
planétaire 1, gradg, (— L5 cos S;, ;) ouS; ; estl'angle entréPS; et PS;. L'autre partie de ce terme est au moins de l'ordre:dé,
AT ;
puisqu’elle s’écrit (cf4.3):

n

oo n . e .
pigrads, (> O Ujnyp) 00 Ujnp= —tD Qn,p(sind;) An, »(55, B;)
J

n=2 p=0
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avecA, ,(dj, B;) = an,p (cosd; exp (I §;))? + by, p (cos §; exp (=1 B;))P

On peut montrer que cette perturbation indirecte se transforme aussi sous la forme d’un graslient en

n

pi grads, (> (O Wjin.p))
p=0

n=2
En effet, on gvoir Annexe A}

(n+1)r;cosS;, ;

gTadS_7 (Tj(”'H) )= gradg, (— Tj("+2) )

risind;  sind;r;cos S,

0
grods (@ s 8)) = gradss, (( ) (35 Qn (D amainss)

r;cosd; e B cos 0 edBi) r, cos Si, j

Ty Tj

gradg, ((cos d; el Pi)ypy = gradg, < ) p(cosd; exp (I8;))~ Y

’I“j 7‘j
d’ou I'on tire :

r;8in d;

0
Wj n,p rj(n+2) (% Qmp(x)){x:sinéj}An,p((Sja ﬁj)

7; cos §; eI 4

. S . r; cos §; e(—16)
+ Dan, @, p(5in 65) EEECEE (o ;€)Y 4 b, @ p(sin 65) LIS ——
j

(=1 8)(p—1)
o (72) (cosdje )

;€08 S;

. . 0]
W <(” + 1+ p) Qn,p(sind;) — sind; (% Qnyp(‘r>){a:—sin§j}> An, p(35, Bj)
C’est la partie de cette fonction qui vient en facteur d’un coefficign, ou b, , qui est calculée dans la procédiéndj(n,p)

donnée ci-dessous. On commence par définir les fonctiolg dg , qui ne dépendent que dm ;-

> with(orthopoly,P):
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Q:=proc(n,p,x) option remember;
if p=0 then P(n,x) elif p>n then O elif p=n then (2*n)/2"n/n! else
((2*n-1)x*Q(n-1,p.X)-(n-1+p)*Q(n-2,p,x))/(n-p) fi;
end:
pl:=(‘n','x")->diff(P(‘'n‘,’x"),'x");
p2::(lnL,tXl)_>(lnL+1)*P(Lnl’LXL)+£X£*p1(InL,iXI);
qL=(n', P’ x)->diff(Q(n', ' X))
q2:=(n', P, X)>(N+LHPYQUN P X )+X*qL(n' P x);
pl := (n, ) — diff (P(n, x), z)
p2:=(n,z) — (n+1)P(n, x) + zpl(n, =)
¢l := (n, p, x) — diff (Q(n, p, ), )

q2 = (n, p, z) = (n+14+p) Q(n, p, ) + xql(n, p, x)

VVVVV VVYV

Exemples :
> # Q(4,2,X); ql(4,2,xX); 92(4,2,X);

On initialise ensuite les développements nécessaires en excentricités et inclinaisons, limités au degré utile. On remplace aussi
o paro; = exp (I L; —IL,) dans les développements relatifs au satefliteet on remplace par j pour obtenir ceux relatifs au
satelliteS;. De ce fait, dans le développementds S; ; obtenu lorsqu’on a considéré 'angle de deux planéte (8nla variable
o = exp (I L; — I L;) estici remplacée pa%

>  degmx:=3;

degmz := 3
ASRIT:=TRONC(ASRi,degmx,varXij): nops(%);
RSAIT:=TRONC(RSAIi,degmx,varXij): nops(%);

SINDi:=subs(sigma=sigma]i], TRONC(SINDXYiel0,degmx,varXYie)):
nops(%);

vV V.V V
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> COSDEXPBI:=subs(sigma=sigmali], TRONC(COSDEXPBXYiel0,degmx,varXYie)):
> nops(%);
> CC?S(DE)XPBBi::subs(sigma:sigma[i],TRONC(COSDEXPBBXYielO,degmx,varXYie))
> nops(%);
> ASR|T:=subs(i=j,ASRIT):
> RSAIT:=subs(i=j,RSAIT):
>  SINDj:=subs(i=j,SINDI):
> COSDEXPBj:=subs(i=j,COSDEXPBI): COSDEXPBBj:=subs(i=j, COSDEXPBBI):
> COSSij:=subs(sigma=sigma]i]/sigmalj], TRONC(COSSXij10,degmx,varXYij)):
> nops(%);
9
10
30
27
27
86

> SINDj:COSSij:

La procéduréWindj suivante utilise la fonctiormtaylor pour établir les développements, dans la mesure ou ces perturbations
indirectes (qui sont de I'ordre d&, 11; au moins) sont généralement calculées a un degré faible. En sortie, le cas 1 correspond & un
résultat en variables\{(, Xb,Y,Yb eto), le cas 2 en variables:(xb, y, yb eteL), le cas 3 en variableg,(v, w, 2 etL).

Windj:=proc(n,p,degmax,cas) local q,Uk,UkXY,Ukxy,Ukei;

if p=0 then:

Uk:=mtaylor(
RSAI*ASRjN(n+2)*SINDi*subs(x=SINDj,p1(n,x)),varXYije,degmax+1)
-mtaylor(
RSAI*ASRjN(n+2)*COSSij*subs(x=SINDj,p2(n,x)),varXYije,degmax+1)

elif p>0 then:

vV VVVVYV V
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Uk:=mtaylor( RSAI*ASRjNn+2)*
(p*COSDEXPBIi*subs(x=SINDj,Q(n,p,x))+SINDi*COSDEXPBj*subs(x=SINDj,q1(n,
p,X)))*COSDEXPBj*(p-1),varXYije,degmax+1)
-mtaylor(RSAi*ASRj*(n+2)*COSSij*COSDEXPBj*p*subs(x=SINDj,q2(n,p,X)),
varXYije,degmax+1)

elif p<0 then: q:=-p:

Uk:=mtaylor( RSAI*ASRj(n+2)*
(g*COSDEXPBBI*subs(x=SINDj,Q(n,q,x))+SINDi*COSDEXPBBj*subs(x=SINDj,q1(
n,q,x)))*COSDEXPBBj*(g-1),varXYije,degmax+1)
-mtaylor(RSAI*ASRj*(n+2)*COSSIij*COSDEXPBBj*q*subs(x=SINDj,q2(n,q,x)),
varXYije,degmax+1)

fi:

UKkXY:=sort(collect(Uk,varXYije,distributed),varXYije);

if cas=1 then RETURN(UKXY) fi;
Ukxy:=sort(collect(subs(X[i]=xb[i]*eL[i],Xb[i]=x[i]/eL][i],
X[j]=xb[j]*eL[j]. Xb[j]=x[j}/eL[i]. Y[i]=yb[i*eL[i],Yb[i]=y[il/eL[],
Y[jl=ybl[jJ*eLj], Yb[j]=y[jl/eL]j],
Y[e]=yb[e]*eL[e],Yb[e]=y[e]/eL[e],
sigmal[i]=eL[il/eL[e],sigmalj]=eL[j)/eL[e],
expand(UkXY)),varxyije,distributed),varxyije);

if cas=2 then RETURN(Ukxy) fi;

collect(combine(
subs(x[i]=e[il*exp(I*omegali]),xbli]=e[il/exp(I*omegali]),
X[j]=e[i]*exp(I*omegalj]),xb[j]=€[j}/exp(I*omegali]),
ylil=gamma][i]*exp(I*Omegali]),yb[i]l=gamma]i}/exp(I*Omegali]),
ylil=gamma][j*exp(I*Omegalj]),yb[j]l=gammalj]/exp(I*Omegalj]),
yle]=gammale]*exp(I*Omegale]),yb[e]=gammale]/exp(I*Omegale]),
eL[il=exp(I*L[i]),eL[j]=exp(I*L[j]),eL[e]=exp(I*L[e]),
expand(Ukxy)),exp),exp,factor);
Ukei:=collect(simplify(convert(%,trig)),cos,factor);

RETURN(UKei):

V V VVVVVVVVV V V VVVVV V V VVVVVV VVVYVYV
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> end:
Quelques exemples de Windj(n,p,degmax,cas) :

cas=1
> Windj(2,0,2,1): PRINTRONC(%,1,varXYije);

30']‘ 901’ 2 301‘ 90]‘ 9CTZ' 30’j 30’1' 90’j 90’2' 30'J 30’j 30’1
— L X 4o+, 2 DX+ (== DX+ =+ - DX+ 2+ D)X+ =L+ =
(32@ 320j) Rl (80j 80i) + 80j+80i) +(40j+40i) j+(4aj+4az) J+4oi+4aj
cas =2:
> Windj(2,0,2,2): PRINTRONC(%,1,varxyije);
3 1 9 el;,
S ehier, T3z e
3el; 91 9 3 el 9 e, 31 3 9 eL;? 3elj 3 el
L - Vpit(—celjte—)abi+(c—+-—)zj+(>eli+ - —L)azbj+ - —L+- —
(Fep? ser) st gelitg o) +(46Lj2 1er) St (et g it o Y i
cas=3:

> Windj(2,0,2,3);
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3

3 3
’7i2 9P = = 5 ’)/jz) COS(LZ' = LJ) + 5 ’Yj2 (5 Cj2 + ].) COS(Lj + Ll = QQJ)

3
2 2
(_157]261] —9'}/62C€ _Z€i2+36‘j2_§ 9

+3 2cos(—2w; + L + Lj) +

9
16 e;? cos(—2w; + 3 L; —L;) — 977 Ce Cj cos(L; — Qe — Q; + Lj)

16
27
—Zeiejcos(wi+wj—2L)—157]760C’cos( 3L + Q. +L) QC,‘Cj’%’}/jCOS(LJ‘—FL?‘,—Qi—Qj)
+ 901 Cj Yi ")/j COS(—Lj + LZ — Ql + Qj) — 602 Ce Yi Ve COS(—Lj + Lz - Ql + Qe) + 6CZ Ce Yi Ve COS(Lj + Ll — Qz — Qe)
3
+ 15797 Ce Cjcos(—Q; — Lj + Qe + L) + 97 e Ce Cjcos(Ly + Q; — L — Qe) + 16 cos(—w; + 2 L; — wj)

9 15 9
+eie cos(—w; +2L; +w; —2L;)+ ol Ye2 Co?cos(2Qe —3L; + L;) — 16 cos(w; — wy)
15 , s 3 S 3
+ 5 Y C;”cos(2Q; —3L; + L;) + 2 € cos(—wj + L;) + 2 e Ce”cos(L; —2Qc + L;) + 16 cos(—w; +2L; — Lj)

+gejcos( = 2y b)) = Zeicos(wi—L)—l—?)B

5 16 & Zcos(—2wj + L; —|—L)—|—g%2cos(Lj+Li—ZQi)

159
+ T6 6j2 COS(2 Wj — 3L] —+ Li)

autres exemples :
> Windj(2,2,1,1);
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' 30, 1oy 1o 3o
| = 2 2 X; 4+ (=9%2 — 15 (—= = + = L) 0;2) Xb; + (18 %2 — 30%1 — 15 (= — + = L) 0;2) X
(—=15¢( 1500 T3 Xi+ (-9% 5(40j+40i)aj) + (18%2 — 30% 5(20j+20i)gj)xj
30, 1oy
1-15(2 22 4=
+(30% 5(20j+20i

)% +6%2) Xb; +6 %2 — 15 %1

%2 :=0,0;
> Windj(2,2,1,2);

9 eL; 15 eL;? 3 eL;? eL; L5 eL;? b (15 eL;> 3 el 9 eLiel;> 75 eL;* 3 eL; el

id _ 2 PO P B ) oh; + (= PR _ D 2

4 eL? 4 eL;?eL.? 4 eL? 4 eL.? / 2 eL.? 2 eL2el; i~y eLe?
15 eL;®

a ? €L82 eLi
> Windj(2,2,1,3);

2 eL2el; S 2 eL?

45 3 9 9

i cos(wj —3L; +2L.) — 16 cos(2L; —2Lc+ Lj —w;) + 16 cos(—2L, + L; + w;) — 3¢ cos(L; —2L. +2L; —wj)
15 75 15

— Zeicos(—wi+2Li —-3L;+2L.) - ?ejcos(wj —4L; +2L6+Li)+?ejcos(—wj —2L;+2L.+L;)

1
- gcos(Li = P b ) = ;ejcos(Li — 2L, +wj)— gcos(—SLj +2L.+ L)+ %I(

—10sin(—w; —2L; +2L.+ L;)e; —e;sin(2L; —2Le + Lj — w;) — 2sin(L; — 2L, +wj) e;
—15 €; sin(wi - 3LJ + QLE) - 28111([/1 — 2Le + L]) + 361' sin(—2 Le + Lj + wi) + 10 sin(—3 Lj + 2Le + Ll)

+5eisin(7wi +2L1 73Lj +2L9) 7681H(L1 — 2Lp +2L] *Wj)ej +5()sin(wj 74LJ +2Le +L1) ej)
> Windj(2,-2,1,3):
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4
%eicos(wi —3L; +2L,)— Zeicos(ZLi—QLe—l—Lj —wi)+§eicos(—2Le+Lj +w;) — gejcos(Li —2L.+2L; —wj)
15

1
— Zeicos(—wiJrQLi 73Lj +2Lp) — §6jCOS(Wj 74Lj +2L9+Ll) + gejcos(fwj 72LJ +2L€+LZ)

3 3 15 3
- icos(Li —2L.+ Lj)— 2 € cos(L; —2 L, +wj) — ?cos(—BLj +2L.+L;) — 1](

—10sin(—w; —2L; +2Lc+ L;)ej —e;sin(2L; —2Le + Lj —w;) — 2sin(L; — 2 Le +wj) €
—15¢;sin(w; —3L; +2L.) — 2sin(L; —2Le + Lj) +3e;sin(—2Le + Lj +w;) + 10sin(—3 L; +2 L. + L;)
+ 56i sin(—wi + 2Lz - 3L7 + 2Le) - 6sm(Ll - 2Le + 2L7 - wj) €j + SOsin(wj - 4LJ + 2Le + Lz) (3]‘)

> (Windj(2,2,1,3)+Windj(2,-2,1,3))/2;

45 3 9 9
Zeicos(wi —3L;+2L,)— zeicos(QLi —2Le+L; —w;) + Zeicos(—QLe—FLj +wi) — iejcos(Li —2L.+2L; —wj)

15 75 15
—T¢ cos(—w; +2L; —3L; +2L.) — 5 & cos(wj —4L; +2L. + L;) + 5 & cos(—w; —2L; +2L.+ L;)

3 3 15
~3 cos(L; —2 L.+ Lj) — 3 & cos(L; —2 L. +wj) — 5 cos(—3L; +2 L.+ L;)

Boucle permettant de calculer un ensemble de ces fonctions (ici toutes les harmoniques jusqu’a I'indice 6, dans le cas 2 permettant
ensuite un calcul immédiat des équations de Lagrange):

deb:=time(): ABindxy:=array(2..6,-6..6):
for nj from 2 to 6 do:

for np from -nj to nj do:
ABindxy[nj,np]:=Windj(nj,np,degmx,2):
od:

vV V. V V V
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eSommaire

> od:
> print(time()-deb):

40.199
> save ABindxy , cat(chemin,'ABindxy‘.degmx.‘.m"):

Pour obtenir la partie indirecte de la perturbation du satefijte il reste simplement & multiplier chaque élémentp) de ce

tableau par ji; -4 %

S5y etpar le coefficient,, , oub,, , suivant le signe dp. C’est ce qu’on réalise dans le paragraphe suivant.
aj

4.6. Fonction perturbatrice indirecte de deux satellites massifs

On se contente ici de développer la partie indirecte des perturbations dues a I'aplatissement, la partie directe ayant été développée
en 4.4 et les perturbations mutuelles (de type planétairepén Les perturbations solaires pourraient aussi étre obtenues par les
développements en polyndmes de Legendre vus damsian 3

On commence par relire le développement construit dans la section précédente :
> degmx:=3;
> read cat(chemin,'ABindxy3.m"):
> read cat(chemin,'EqLag.pr’):
degmzx := 3

Développement en coefficients complexgs, etb,, ,:

n:='n" p:=p"
USilndab:=expand(K*mu[j]*a[i]*sum(a[e]*n/a[j]*(n+2)*(a[n,0]*ABindxy[n,
0]+sum(a[n,p]*ABindxy[n,p]+b[n,p]*ABindxy[n,-p],p=1..n)),n=2..6)):
nops(%);

Y

vV V V
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10718
exemple de terme:

> 0p(190,USilndab);
_9;45 K/Lj a; CLe3 as, 3 l‘bi Yj Ye 6Lj2 Ce Oj
2 aj5 6L63
> save USilndab, cat(chemin,'USilndab_‘.degmx.‘.m"):

Développement en coefficienfs, ¢, , ets,, p:

> USilndJcs:=expand(subs(seq(a[n,0]=-J[n],n=2..6),

> seq(seq(a[n,p]=(c[n,p]-1*s[n,p])/2,p=1..n),n=2..6),

> seq(seq(b[n,p]=(c[n,p]+I*s[n,p])/2,p=1..n),n=2..6),USilndab)):
> nops(%);

20202
exemple de terme

> 0p(190,USilndJcs);

1575 T K pja; a.® C. Cy eL.” z; yb; yb, s6,2
4 ajS €Lj
> save USilndJcs, cat(chemin,'USilndJcs_‘.degmx.‘.m‘):

Ces développements sont alors prets a pouvoir étre utilisés dans les équations de Lagrange relatives a&iy. sBmllitBautre
satellite,S;, il suffit d’échanger les indiceiset;] .
vers les équations de Lagrange
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5. Egquations du mouvement perturbé des planetes et des satellites

5.1. Equations de Lagrange

On considére ici les équations de Lagrange exprimées pour les variables osculatrices(y, yb, L ) décrivant les mouvements de
planétes ou de satellites. Ces équations sont décrites par exemple dans le ¢b1ir8)en les variables notées iciety s’appellent
la z et respectivement.

5.1.1. Procédure de calcul des équations de Lagrange

On donne ici la procédure de calcul des équations de Lagrange donnant les variations des éléments@’ofhite { xb;) d'une
planéte ou d’un satellite d’'indicedont la fonction perturbatricepert est elle-méme exprimée en fonction de ces éléments et de ceux
des autres planétes ou satellites (& cause deg—; qui doit étre inférieur & 1 , il faut distinguer le cas intérieur du cas extérieur: Dans
tous les casg, est supposé la planéte intérieurg &extérieure;

Notons que les variables en longitudes moyennesedonete L ;, qui remplacent avantageusement les fonctions exponentielles du
point de vue temps de calcul.

On peut utiliser cette procédure dans les cas intérieur et extérieur; on s'arrange pour permuter comme il faut les indices des deux
corps: Le parametre ii désigne implicitement le corps intérieur, et jj celui extérieur. On évalue dans la procédure le degré maxi de Upert
en variables d’excentricités et d'inclinaisons, de fagon a tronquer le résultat a ce degré ou a ce degré diminué de 1. En effet, a I'issue
des dérivées par rapport aux C[i],on peut trouver dans dUsdyyb des termes de degré supérieur au degré maxi de Upert; ces termes son
alors incomplets, d’ou leur élimination par troncature. De méme, dUsdL est multiplié par x[i] (ou yJ[i]) dans dxSdt (ou dySdt), d’ou
la possibilité d’obtenir dans ces équations des termes de degré supérieur au degré de Upert, qu'il faut aussi éliminer. Enfin, dans les
équations dxSdt et dySdt, le degré du résultat est forcément égal au degré de Upert diminué de 1 ; on tronque donc a ce degré.

> Eglag:=proc(Upert,cas,ii,jj) local
> i,j,Ul,dmax,daSdt,dLSdt,dxSdt,dySdt,
> dUsda,dUsdL,dUsdx,dUsdxb,dUsdy,dUsdyb,dUsdxxb,dUsdyyb,var,ensvar;
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var :=[x[ii] xb[ii], x[ii] xbjj],y[iil.yb(ii],y[ii].yb[jll:
ensvar :={x[ii],xblii] x[ijl.xb[il.y[iil.yb[iil,y[iil.yb[il}:
Ul:=collect(Upert,var,distributed):
dmax:=degree(Ul,ensvar):

Ul:=expand(Upert):

if cas="interieur" then i:=ii: j:=jj:
dUsda:=diff(U1,a[i])+diff(U1,alpha)/al[j]:

elif cas="exterieur" then i:=jj: j:=jj:
dUsda:=diff(U1,a[i])-alpha*diff(U1,alpha)/a[j]:

else print("cas doit valoir "interieur™ ou "'exterieur"™):
RETURN():

fi:

# phili]l:=sqrt(1-x[i]*xb[i]):
dUsdL:=I*eL[i]*diff(U1,eL[i]):
dUsdx:=diff(U1,x[i]):

dUsdxb:=diff(U1,xbli]):
dUsdyb:=diff(U1,ybli])-diff(U1,C[i])*y[i]/2/CIi]:
dUsdy:=diff(U1,y[i])-diff(U1,C[i])*yb[il/2/C[i]:
dUsdxxb:=x[i]*dUsdx+xb[i]*dUsdxb:
dUsdyyb:=y[i]*dUsdy+yb[i]*dUsdyb:
dasdt:=2/n[i)/a[i]*dUsdL:
dLSdt:=TRONC(-2/n[i}/a[i]*dUsda +
phi[i}/n[i)/ai]*2/(1+phi[i])*dUsdxxb +
1/2/n[i}/afi]*2/phi[ij*dUsdyyb,dmax,var):
dxSdt:=TRONC2*I*phi[i]/n[i}/a[i]*2*dUsdxb -
phifil/n[il/afi]*2/(1+phi[i])*x[i[*dUsdL +
1/2/n[i}/afi]*2/phi[i]*x[i]*dUsdyyb, dmax-1,var):
dySdt:=TRONC(I/2/n[i]/a[i]*2/phi[i]*dUsdyb -
1/2/n[i)/afi]*2/phi[il*y[iI*dUsdL -
172/n[i}/afi]*2/phi[i]*y[i]*(x[[[*dUsdx-xb[i]*dUsdxb), dmax-1,var):

VVVVVVVVVV V V V V V V V V V VVV V V V V V V V V
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> RETURN([daSdt,dLSdt,dxSdt,dySdt]):
> end:

petite vérification pour voir si la dérivation des fonctions hypergéométriques s’effectue convenablement :
> # Ul:=15/64*alpha”"5*hypergeom([7/2, 5/2],[4],alpha"2);
> # diff(U1,a[i])+diff(U1,alpha)/a]j];

5.1.2. Equations de Lagrange pour deux planétes, calcul complet (degré faible)

Fonction perturbatrice planétaire issue d’'un calcul complet mais de degré failbleeeen excentricités et inclinaisons (signet :
EqLag(UP))

Equations de Lagrange pour une plaritérieure (indicei ) perturbée par une plané&térieure (indicej )
> Up:=TRONC(UPIi],2,varxyij):

Up contient mélangées toutes les inégalités concernées par le degré choisi; voici par exemple I'un des monémes :
> nops(Up);factor(op(17,Up));
67
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2048ija CiCjyb; yb; (5040 o eL; 1 eL3+5544a eL;*? eL + 4480 o2 eL; 1OeL —|—4608aeLJ eL;”

+ 3840 a eL;? eL;® + 4480 a? eL;"° eL;* + 3840 aveL;? eL;® + 5040 a3 eL;'! eL;® + 5544 a* eL;'? eL;?

+ 6006 eL;"® a5 eL; + 6006 eL;'* o eL; + 6435 eL;'* oS + 6435 eL;'* a® 4 8316 a° eL;'! eL;® + 9009 b eL;'? eL;>
+ 7560 a* eL;** eL;* + 10395 a8 eL;'® eL;* + 11025 eL;® eL;® o + 3072 eL;® eL;® + 6720 o eL;” eL;"

+ 9450 a® eL;? eL;® + 8400 eL;® eL;® a* + 5760 eL;® eL;® a? + 3072 eL;® eL;® + 9800 a® eL;" eL;”

47200 eL;" eL;” + 5760 eL;® eL;® a? 4 11025 eL;® eL;® a® + 6720 o eL;? eL;® + 9450 a5 eL,” eL;®

+ 8400 eL;® eL;® a* + 9009 a® eL;'? eL;® + 8316 a® eL; ' eL;® + 7560 o eL;'% eL;* + 10395 b eL;'° eL;*) / (
a; €L‘7‘6 eLiG)

On pourrait cependant en extraire une inégalité (pp,qq) de cette fagon:
>  pp:=1. qQ:=-2: _ _ _ B _
> TRONC(coeff(coeff(expand(UPIi]),eL[i],pp).eL[j],qq),2,varxyi))*eL[i]*p
> p*eL[i]*qq;

(- 945 ijag _gijaQ - 525 ija6 _§ija4)x (2 9 Kmja«a a? 875 ijoz7 ﬁ Kmja
2048 a; 8 aj 1024 aj 8 aj 16 aj 2048 aj 32 a;

2
€Lj

)zj) eL;

Calcul des équations de Lagrange :

Equations de Lagrange pour une planatérieure (indicei )perturbée par une planétérieure (indicej)
> DVin:=EgLag(Up,"interieur",i,j):  print(seq(nops(DVin[k]),k=1..4));
6, 25, 5, 4

Equations de Lagrange pour une plar@ttgrieure (indicej )perturbée par une planéteérieure (indicei )
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> Up:=TRONC(UP[j],2,varxyij): nops(Up);
> DVix:=EqlLag(Up,"exterieur",i,j):  print(seq(nops(DVix[k]),k=1..4));
71
6, 25, 5, 4

Pour limiter I'affichage du résultat, extraction d'une inégalité :

> ppii=-1. ppj:=2:

> for k to 4 do:

> coeff(coeff(DVin[k],eL[i],ppi),eL[j],ppj):

> print(‘DVin['.k."]=",collect(

> %,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(ppi*L[il+ppj*L[])));

> od:

DVin[1] =, ( 1 I'm; (94505 + 1280 a? + 2304 + 1050 a*) K o? zb; 1 IKm; a® (875 a* 4 1152 + 960 a?) xbj)
711024 ng a; aj; 1024 ng a; aj;

eI (=Li+2L;))

1
DVin[2] =, (20481( m; a(12600 a; o* + 12600 a; ot ¢; + 15120 a; a® + 15120 a; a8 ¢; + 10240 a; o 4 10240 a; o ¢;

+ 9216 a; + 9216 a; ¢1 — 945 (,251 Oé7 aj; — 1280 (;51 043 aj — 2304 (;SZ aa; — 1050 (,ZSZ OéS aj)xbl- /(le 111'2 aj2 (]. + (,751))

1 Km;a? (3456 +4800a” +6125a%) ab; \ (;(_p.4a1,)
_ e :
1024 n; a; aj2

1 I¢;Kmja®(945a° + 1280 a2 + 2304 + 1050 o) e!! (=Li+2 Ls))
1024 n; (112 [

DVin[8] =,
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DVin[4] =, 0

> for k to 4 do:
> coeff(coeff(DVix[Kk],eL[i],ppi),eL[j],pp)):
> print(‘DVix['.k.]=",collect(
> %,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(ppi*L[i]+ppj*L[])));
> od:
.2 6 2 4 .
DVial1] =, [ - 1 TKm;a” (2304 +9450° + 1280 ® + 1050 ) ab;
512 nj a‘7‘2
1 IKm;(2048a® +8750° — 512+ 960" +1152a°) 2b; \ (1,421,
512 nj a;? o? ¢
1 Km;a?(8505a8 + 6912 + 6400 o2 + 7350 ) xb; 1
DViz[2] =, | — g g (14 9 9 4 3
ir]2] 7< 1094 s a3 +2048Km( 000 a” 4+ 14875 a” ¢; + 8192 «x

+ 10240 03 ¢; + 1024 4+ 512 ¢; + 115207 + 12480 a” ¢; + 9216 &® + 10368 a® ¢; ) b /(a2 n;a; (1+ gbj)))

e (=Li+2Ly))
1 I¢;(2048a®+875a" — 5124 960a” + 1152a°) K m; el (-Li+2Ly))
71024 n; a;° o

DViz[4] =, 0

DViz[3)

autre inégalité
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5.1.3. Equations de Lagrange pour deux planétes, calcul par inégalités

Fonction perturbatrice planétaire issue d’un calcul par inégalités (signet=EqLag(UPa))

Equations de Lagrange pour une plarigtérieure (indicei ) perturbée par une plané&térieure (indicej )
> Up:=TRONC(expand(UPali]),2,varxyij);nops(%);op(2,Up):

3 5 13

_— 3 Kmjel; QSF([§ 5} 3], a?) 1 Kmy eLa 1 1 Kmy eL;? aF([2 2] 2], a?) "
P= 1716 ajeL; 4  ajel; 4 a; eL; !
37 15
. 5 Km; eLi® o F([2 2] [4], o?) 73ij eLiQ(xQF([i, 5}, [3], a?) "
32 ajel; 16 aj el /
2
> DVai:=EgLag(Up,"interieur",i,j): seq(nops(DVai[k]),k=1..4);
6,2,6,1

Affichage des 4 équations:

for k to 4 do:
coeff(coeff(DVailk],eL[i],pp),eL[j],qq):
print(‘DVai['.k.]=",collect(
%,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(pp*L[i]+qgq*L[])));

od:

vV V.V V V
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1

| TEmya(-3a2F(3, 21, 3], a?) — 4+ 4F([5, 7], [2], a?) b
DVai[1] =, | - 22 2 2

4 nga; aj;

37 1 5
IKm;a?(-5a2F([, =], 4], a®) + 6 F([=, = 2)) zb,
1 TEmya? (5atF(lg, ) W) o) 4 6F (g, 5l B aab o
8 ng a; aj;

DVail2] =, (- 1—16ij(—12(11- QQF([; g], 3], ) — 124 aQF([; g], 3], 02) ¢ — 15a; a4F([g, g], 4], a2)

1500 B2, 1], (4], 02) 6 — 8a; — 8a; s + 8 F((5, o). [2), o) + 8 F((5, o). [2) o%) s

2 2
5 35 . 13 2 2,2
+3¢; ajF([i’ 5], [3], @) +4 ¢; aa, 74¢iaajF([§, 5], 2], )):L’bi/(niai a;” (14 ¢;))
3 7 5 9 15
Km;a(d0a?2F([=, =], [4], a2 1R([=, = 2) —32F([=, = 2 ;
s Kmya(0a?R(S 71 U, o)+ 3504 F(G. 31 Bl o)~ RF (5 5L Bl aMaby
128 n; a; a;’
2/ O 2 13 2\\ (I (2Li—L;))
1 I(biija(_Sa F([77 7]7 [3]’ o )_4+4F([7a 7]’ [2]’ o ))e c
. _, & 2" 2 22
DVai[3] =,
8 niaﬂaj
DVail4] =, 0

Equations de Lagrange pour une plan&ttérieure (indicej )perturbée par une planétaérieure (indicei )
> Up:=TRONC(expand(UPal[j]),2,varxyij);nops(%);op(2,Up):
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35 13
_— 3 Km;el; a3F([2 2] 3], a?) L1 1 Km; eL? ozF([2 2] 2], a?) _Em, el )
P=1"16 ajeL; 4 aj; eL; a;a?eL; i
1
5 Km; eLi® a F([; g] [4], a?) 3 Km; eLi? o? F([i’ g], [3], a?)
_ = b
k) a; eL; 16 a; cL; e
2
> DVaj:=EqLag(Up,"exterieur",i,): seq(nops(DVajlk]),k=1..4);
6,2,6,1

Affichage des 4 équations:

> for k to 4 do:
> coeff(coeff(DVajk],eL[i],pp),eL[j],qq):
> print('DVaj[*.k."]=",collect(
> 9%,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(pp*L[i]+qq*L[j])));
> od:
5 3 5 3 3 1 3 9
1 IKm;(—-3a°F([z, =], [3], ) +4a* F([=, =], [2], @*) — 16) zb;
. . {[_ = 22 2" 2
DV(Z_][]] 0 8 2 .2
nj aj (0%
TKmia?(-502F(2, 11, [4], )+ 6F(3, 2, [3], o)) at
L 2’ 2" 2’ 20 b 7\ I @Li-Ly)
16 nj an
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. 1 Km; (321807 F([g, g], 3], @) + 16 a3 F([%7 g], [2], @) — 15 a7F([g, g], [4], a?)) zb; 1 ,
DVaj[2] =, (16 a3 - ﬁKmia (
144F ([, %), 8], 0?) + 168F (3, ], 8], a?) 6; — 16002 F([3, 1], [4], 0?) ~18002F([], 1], 4], a?) 0,

59 5 9
~10504F(2, 3], (5], 02) ~ 10504 F(2, 3], [5) a2) 6;)ab; /(s 0 (1 + @-))) ol (2Li=L,))
| 16, Kmia? (~52F([2, 11, 4], 02) + 6F((3, 2], [3], 0?)) e @Le=La)
DVaj[3] =, —— 2’ 2 %0
16 njaj3
DVajl4] =, 0

calculer une nouvelle inégalité

Fonction perturbatrice planétaire issue d’un calcul d’inégalité de degré limit§gignet : EqLag(UPTr))

Equations de Lagrange pour une plarigtérieure (indicei ) perturbée par une plané&térieure (indicej )
> Up:=TRONC(expand(UPTr[i]),2,varxyij);nops(%);op(2,Up):

875 KmjeL?a” 3 Kmjel?a® 45 KmjelL;®a®

Up .= (— — — b
T 32 ajeL; 256 ajel; "
( 315 Km; eLi2 af . E Km; eLZ-2 at - 3 Km; eLi2 a? o 1575 K'my eLi2 as)xb-
2048 aj eLj 64 CLj eLj 16 CLj eLj 8192 aj eLj J
2
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> DVTri:=EqLag(Up,"interieur",i,j):  seq(nops(DVTri[k]),k=1..4);
6,2, 6, 1

Affichage des 4 équations:

for k to 4 do:
coeff(coeff(DVTri[k],eL[i],pp),eL[j],qq):
print(‘DVTri[".k.]=",collect(
%,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(pp*L[i]+qq*L[j])));
od:

vV V.V V V

1 IKmj;a?(875a* + 384 + 720 a?) zb; 1 IKmj;a?(1260a* + 640 a® — 1536 + 1575a°) zb;
. + )
1024 n; a; aj 2048 ng a; aj

DVTri[1] =, (
eI (2Li—L;))

1

4096ij a2(12250 a; ot + 12250 a; o ¢; + 2304 a; + 2304 a; ¢; + 7200 a; o + 7200 a; o ¢;

DVTri[2] =, (
— 875 d)y Oé5 a; — 384 d)z’ Qa; — 720 QZS,' CYB Clj)l‘bi /(TLL ai2 Clj2 (1 + d)y))

1 Kmja(9450* 4 320a” — 384 + 1575 a°) ab;

) eI (2L:—Ly))

B 512 n; a; (1j2
1 I¢s Kmja®(875a* 4 384 + 720 a?) e 2 Li=Ly))
DVTHi[3] =, — ¢ Kmj o’ (875a° + +720a%)e i
2048 niaﬂaj
DVTri[4] =, 0

Equations de Lagrange pour une plar&teérieure (indicej )perturbée par une plandteérieure (indicei )

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



(0} Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 5.1.3 e Page 161 de 176
@ )

> Up:=TRONC(expand(UPTr[j]),2,varxyij);nops(%);op(2,Up):

7 (KmieLiQ 45 Km;eL?a® 3 KmieL?a® 1 Km;eli’a 875 KmieL7;2a7> :
p:= |- P = - zb;

a; o eL; 256 a; eL; 32 a; eL; 4 ajel; 4096 a; eL;
o (1575 Km;a® eL,L-2 g Km; eLi2 at _ i Km; eLi2 a? - 315 K m; ol eLiQ)xb.
8192 ajel; 64 ajeL; 16 ajeL; 2048 ajeL; 4
2
> DVTrj:=EqLag(Up,"exterieur",i,j): seq(nops(DVTrj[k]),k=1..4);
6, 2,6, 1

Affichage des 4 équations:

> for k to 4 do:
> coeff(coeff(DVTrj[k],eL[i],pp),eL[j],qq):
> print(‘'DVTrj[".k.]=",collect(
> U,varxyij,distributed,factor)*exp(I*(pp*L[i]+qq*L[j])));
> od:
. 7 5 _ 3 9 .
DVTrj[]] - 1 TKm; (4096 + 720" 4 384 1024 o® + 875 « ) xb;
2048 nj a;? o?

1 ITKm;a®(1575a° 4+ 640 a® — 1536 + 1260 a*) b ST LiLy))
4096 nj aj2
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1 Km;(=512+192a° — 256 a3 + 875a° + 540 ") zb; N 1
256 a?nja;’ 8192

DVTrj[2] =, (

K m; a? (17640 o* + 18900 o ¢; + 28350 a8 + 29925 a8 ¢; + 6400 a? + 7040 a? ¢; — 9216 — 10752 ¢;) xb;
n; a;® (14 ;)

eI (2 Li—Ly))
1 I¢;Km;a®(1575a° 4+ 64002 — 1536 + 1260 a*) e 2 Li—Ly))
- 4096 ’I’Lj CLjS

DVTrj[4] =, 0

DVTrj[3]

calculer une nouvelle inégalité

Fonction perturbatrice planétaire issue d’un calcul numérique en a (signet : EqLag(UPn)):

Equations de Lagrange pour une plarigtérieure (indicei ) perturbée par une plané&térieure (indicej )
> Up:=TRONC(expand(UPna[i]),2,varxyij);nops(%);

Km;eL;? Km;eL;?
S CM 443102338225822874 — 1 Ci @

Up := (.2235447116
aj € ' aj eLj

) zb;

2
mjel;” «

K - eL;?
+ (.057503104890499379 Rl Rl

— 08027971757 K
& @by 5 @by
2
> DVni:=EgLag(Up,"interieur",i,j):  seq(nops(DVni[k]),k=1..4);

6,2,6,1

) zb;
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Affichage des 4 équations:

> for k to 4 do:
> co:=coeff(coeff(DVni[K],eL[i],pp),eL[i],.qq):
> co:=collect(co,varxyij,distributed):
> co:=collect(co,[K,m[i],m[j],a[i],a[j],eL[i],eL[j]],distributed):
> print(‘DVni['.k."]=",co*exp(I*(pp*L[i1+qq*L[j])));
> print(‘'DVni['.k.]=",evalf(subs(alpha=alpha0,co),Precision)*exp(I*(pp*
> L[i+ag*L[]);
> od:
@ 1(.4470894232 — 8862046764 o) zb; oy I (.1150062098 o« — .1605594351) xb; ) K mj el @Li=Ly)
DVni[1] =, i i
Qi j
I$bz I%bj I(2L:—L.;
(—.220188053450637274 —.176503165847124641 YK mj e @Li=Lj)
DVni[1] =, i L
Qi Qj
(.8862046764 i _ 1150062098 %) Km;
Dyl : . n; J Lo (-2235447116 — 4431023382 ) 2bi K1 | (1 (21,1,
’ CljZCli n; (1. +(Z$L) a; a;?
JL’b,‘ 33bj
(8862046764 — — 1150062098 —) K m; 65 2b K
DVni[2] =, L 5 s — .055047013362659319 — ————~— | ¢/ 2Li=L)))
a;®a; ni (1. + ¢:) aja;

o [6i (2235447116 — 4431023382 a) K m; e 2Li—Lj))

g CL1;2 aj

DVni[3] =,
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I ¢ K my eI @Li=Ly)

n; aﬂ aj

DVni[3] =, —.110094026725318638

DVni[4] =, 0
DVni[4] =, 0

Equations de Lagrange pour une plaréteérieure (indicej )perturbée par une plandteérieure (indicei )
> Up:=TRONC(expand(UPnal[j]),2,varxyij);nops(%);

K m; eL;? K m; eL;?
Up := (—7.365601386 — | 7 85306218804779255 —— 4“1 %
G,j @& ' aj eLj

K m; el K m; eL;?
+ (—.08027971757 — 2L | 057503104890499379 — - 1 ¢
aj € ' (lj eLj

) zb;

) #b;

2
> DVnj:=EgLag(Up,"exterieur",ij): seq(nops(DVnj[k]),k=1..4);
6, 2, 6, 1

Affichage des 4 équations:

> for k to 4 do:

> co:=coeff(coeff(DVnj[K],eL[i],pp),eL[i],.qq):

> co:=collect(co,varxyij,distributed):

> co:=collect(co,[K,m[i],m[j],a[i],a[j],eL[i],eL[j]],distributed):

> print(‘DVnj[*.k.1=",co*exp(I*(pp*L[il+qqg*L[i]))); »

> print('DVnj[‘.k.]=",evalf(subs(alpha=alpha0,co),Precision)*exp(I*(pp*
> L[i]+ag*L[i]));

> od:
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I (7.365601386 — 7.853962188 ) xb; I I(.08027971757 — .05750310489 ) zb;;

(2. 1) K m; e @Li=L;))
DVnj[1] = "y nj
gl = Py
bel Iij I(2L;i—L;
(4.85515976742069354 - +.0882515829761369200 - ) K m; e i=Lj))
DVnj[1] = : J
TL][ ] ’ aj2
—15.70792438 7.365601386) zb;
DVnj[2] :,((_2.( at ) b
nj
—.11 2 . 2 1 (= 2 1 . 104
+(-2. 50062098 v 4 .08027971757 N ¢ (—.08027971757 4 .05750310 89a>):cbj)Kmie(’(“i—Lﬂ))/
n; n; (1. + ¢;)
aj3
DVnj[2] =, ((5. o + (- 015943730787124641071— —.0441257914880684600 ((ﬁqb)) i) K
J J J
mie(l(ZLiij)))/ajS
I ¢; (—.08027971 : 104 K m; el QLi=L;))
DVnj[3] =, 2. ¢; (—.08027971757 + 05750330 89a) K m;e
iy
Ié; Km;ed 2Li=Ly))
DVnj[3] =, —.0882515829761369200 L2 1™ € —
njaj
DVnj[4] =, 0
DVnj[4] =, 0
calculer une nouvelle inégalité
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5.1.4. Equations de Lagrange pour un satellite perturbé par I'aplatissement de sa planéete

> # read cat(chemin,’'USiJcs_6.m"):
On utilise la fonction perturbatrice de satellite par I'aplatissement, construitelersous le nonUSiJcs, et dont on peut éventuelle-
ment extraire une partie (ici par exemple les termesggm, , etss , , en annulant tous les autres coefficients d'aplatissement)

> Up:=subs(seq(J[k]=0,k=3..6),seq(seq(c[k,p]=0,p=1..k),k=3..6),
> seq(seq(s[k,p]=0,p=L1..k),k=3..6),USiJcs): nops(Up);

2788
On peut aussi sélectionner par exemple les seuls term@s@nenas o OU enby_ o :
> Up:=expand(coeff(USiJcs,J[2])*J[2]): nops(%);

292
> Up:=expand(coeff(USiab,a[2,2])*a[2,2]):nops(%);

241
> Up:=expand(coeff(USiab,b[4,2])*b[4,2]):nops(%);

771

Calcul des équations de Lagrange avec cette sélection de fonction perturbatrice :
> DVSi:=EglLag(Up,"interieur",i,e):
> print(seq(nops(expand(DVSi[k])),k=1..4));

254, 809, 301, 209

Pour limiter I'affichage du résultat, voici comment restreindre le résultat & une inégaditépp) donnée . On y fait aussi la
substitution des fonctions des excentricités et inclinaisons. Le degré 6 qu’on pourrait adopter dans la fonction mtaylor permettrait
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d’'obtenir les développements au degré 5, c’est-a-dire le degré convenable pour une fonction perturbatrice développée au degré 6. Ici,
on se contente, pour limiter I'affichage, du degré 4 :

>  ppi:=1: ppj:=0:
> for k to 4 do:
> coeff(coeff(DVSI[k],eL][i],ppi),eL[e],ppj):
> subs(phi[i]=sqrt(1-x[i]*xb[i]),C[i]=sart(1-y[i]*yb][i]),
> Cle]=sqrt(1-y[e]*yb[e]),%):
> mtaylor(%,varxyie,4):
> print('DVSI[*.k."]=,
> sort(collect(
> Op,varxyie,distributed,factor),varxyie)*exp(I*(ppi*L[i]+ppj*L[e])));
> od:
27 I K * (M + mul[i]) a.? Jo 2; xb;* I K % (M 4 muli]) a.® Jox; yb,® T K * (M + muli]) a.? Jo x; yb,
DVSi[1] =, 27 * (M + muld]) ac® Joxixb;” 3 * (M + muli]) ac® Ja 2; yb; +3 * (M + muli]) ac® Jo ; yb, yb,
16 n; 044 2 n; (I1'4 n; (11'4
3 ITK * (M + muld]) ac? Ja i yb,? _g I K x (M + muli]) ac? Jo zb; y; yb; +9 I K % (M + muli]) ac? Jo zb; y; yb,
2 n; Cl,‘4 n; Cli4 n; CL1'4
49 I K« (M + muli]) ac? J2 zb; yb; ye 9 I K % (M + muli]) ac? Jz zb; ye yb, n 3 1K x (M + muli]) ac? Ja zb; (I Lo)
n; ai4 n; CLZ'4 2 n; CLi4 ¢
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, 399 K « (M + muli]) ac? Joz; zb® 45 K % (M + muli]) ac® Joz; yb,2 21 K * (M + muli]) ac? Jo ; yb; yb,
DVSZ[Q] = || =4 - — + —
64 n; ai5 8 n; ai5 2 n; ai5

39 K x (M + muli]) a? Jo x; yb,> 135 K« (M + muli]) ac? Ja zb; y; yb; n 63 K x (M + muli]) a.? Jo b y; yb,

8 n; ai5 4 n; (l,‘5 2 n; (l,‘5
n 63 K * (M + mu[i]) ac® Jo 2b; yb, ye 117 K x (M + muli]) a.? Jo xb; ye yb, n 39 K x (M + muli]) a2 Jo xb; (I'L)

R— _—— R— 6 T

2 n; a;® 4 n; a;® 8 g @A

DVSi[3] =, (9 ITKx(M+ mu[i}s) ae’ Jo x; xb; 9 ITKx*(M+ mu[z]S) ac.? Joy; yb; 49 ITKx*(M+ mu[z]{)) ae? Jo y; yb,

. i G N G n; a;

+9

n; G,,L'E’ n; G,,L'E’ 2 n; (17;5

I K (M + mul[i]) ac? J2 yb; ye e I K % (M + muli]) a2 Jo ye yb, N 3IKx*(M+ muli]) ac? J2> oI Li)

3 IKx(M+ muli]) a.? Ja x; yb; n 3IK*(M+ muli]) ae? Jo z; yb, _9IKx(M+ muli]) a.? Ja b y;
4 n; ai5 4 n; ai5 4 n; ai5

DVSi[4] =, (

9 IK (M + muli]) ac? Jo zb; ye S L)
4 n; ai5

5.1.5. Equations de Lagrange pour deux satellites massifs

Aux équations relatives aux perturbations mutuelles, identiques a celles qu’on sait obtefiPen5.1.3pour les planétes, et a celles
liées a I'aplatissement qu’on vient de décrireZen.4 il faut maintenant ajouter les perturbations indirectes dues a I'aplatissement.
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On utilise la fonction perturbatrice de satellite par I'aplatissement, construite en 3.6 sous ¥Sioalabou USilndJcs, et dont

on peut éventuellement extraire une partie (ici par exemple les termés, en ,, et s, , , en annulant tous les autres coefficients
d’'aplatissement)

> Up:=subs(seq(J[k]=0,k=3..6),seq(seq(c[k,p]=0,p=1..k),k=3..6),
> seq(seq(s[k,p]=0,p=1..k),k=3..6),USilndJcs): nops(Up);

1928
On peut aussi sélectionner par exemple les seuls term@s@nenas o OU enby o :
> Up:=expand(coeff(USilndJcs,J[2])*J[2]): nops(%);

248
> Up:=expand(coeff(USilndab,a[2,2])*a[2,2]):nops(%);
182
> Up:=expand(coeff(USilndab,b[4,2])*b[4,2]):nops(%);
251

Calcul des équations de Lagrange du satefljtavec cette sélection de fonction perturbatrice :

> DVSi:=EgLag(Up,"interieur",i,e):
> print(seq(nops(expand(DVSi[K])),k=1..4));
200, 440, 184, 162

Pour limiter I'affichage du résultat, voici comment restreindre le résultat a une inégglitgpj, ppe donnée . On y fait aussi la
substitution des fonctions des excentricités et inclinaisons. Le degré 3 adopté dans la fonction mtaylor permet d’obtenir les développe-
ments au degré 2, c'est-a-dire le degré convenable pour une fonction perturbatrice développée au degré 3. Notons que cette perturbation
étant d’ordre 2, il peut y apparaitre des inégalités dépendant de 3 longitudes moyennes.

eSommaire ePage d'accueil ePrécédente eSuivante eRetour eRetour Doc eoPlein écran eFermer eQuitter



@% Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Développements avec Maple ® DevMC e section 5.1.5 e Page 170 de 176

Pour ppi, ppj et ppenuls, on obtient ici urterme séculaire non nuldans I'équation en longitude moyenne et dans celle en
excentricité (contrairement a la partie indirecte des perturbations héliocentriques de planétes qui ne produit pas de termes séculaires):

> ppi:=0: ppj:=0: ppe:=0:
> for k to 4 do:
> coeff(coeff(coeff(DVSI[K],eL][i],ppi),eL[j],ppj).eL[e],ppe):
> subs(phi[i]=sqrt(1-x[i]*xbl[i]),C[i]=sqrt(1-y[i]*yb[i]),
> C[il=sart(1-y[i]*yb[i). Cle]=sart(1-y[e]*yb[e]),%):
> mtaylor(%,varxyije,3):
> print('DVSI[*.k."]=,
> sort(collect(
> Op,varxyije,distributed,factor),varxyije)*exp(I*(ppi*L[i]+ppj*L[j]+ppe
> *L[eD));
> od:
DVSi[1] =, 0
—— _g KujaSQngimbj _277Kujae2J2mbixj
DVSZ[Q] o 16 n; a; Clj4 16 n; a; a,j4
0.2 ,
DVSi[3] =, 9 IKpjae *12 5
4 n; a; a;
DVSil4]=,0

Pour le satelliteS; on calcule d’abord sa fonction perturbatrice indirecte due au satélli permutant les indices i et j , par
exemple :

> Up:=subs(i=ii,j=i,ii=},Up): op(1,Up);
7& K[Ll G,j (Le2 J2 iL’j Yi ybe Ce Cz eLZ-
4 a;it el;?
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DVSj:=EqLag(Up,"interieur",j,e):
print(seq(nops(expand(DVSj[K])),k=1..4));

200, 440, 184, 162
ppi:=0: ppj:=0: ppe:=0:
for k to 4 do:
coeff(coeff(coeff(DVSj[K],eL[i],ppi),eLl[i],ppi).eL[e],ppe):
subs(phi[jl=sqrt(1-x[j]*xblj]),C[i]=sart(1-y[i]*ybli]),
Clil=sart(1-y[iI*yb[i), Cle]=sart(1-y[e]*yb[e]),%):
mtaylor(%,varxyije,3):
print(‘DVSj[*.k.]=",
sort(collect(
%,varxyije,distributed,factor),varxyije)*exp(I*(ppi*L[i]+ppj*L[j]*+ppe

*L[e]));
od:
DVSj[1] =, 0
DVS[Q} o _g K/.ti an Jg iz .Tbj _ g Kﬂi CLEQ .]2 5(3bz T
y o 16 nja; ai4 16 n;a; ai4
) 9 I K p;a.? Jox;
DV =
J )
DVSj4] =, 0
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5.2. Equations canoniques

Les développements de fonctions perturbatrices obtenus en variables réguligras yb et en fonction du demi-grand axe et de la
longitude moyenne de chaque corps peuvent étre convertis en variables canoniques, par exemple celles de Pojihtaté&/(yajui

s’en rapprochent le plus et sont définies par :

A=./ua conjuguée a la longitude moyenne L

et les variables complexes régulieres ot ) sont les longitudes du péricentre et de noeud):
E=\A(1l—-+vV1-e2)exp(Iw) et Qz\/2A\/1—e2sin(%) exp (I Q)

On a alors les relations entieet ¢ et entrey et( et leurs conjuguéset(:

2

z=¢ A 1—% et yz%
Vo2 V2A (- &)

En posant, = ¢ 4 /% etU =u exp (I L) ainsi quev = < etV =7 exp (I L) on peut écrire plus simplement:

V2A
uw Uuu
= 1—— et X=U\/1-—
ainsi que
14
y———— et Y= —
Lo 1-of

On pourra donc passer par simple substitution des variables initiales aux variables de Poincare, par exemple:
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> R:=TRONC(RSA,5,[X,Xb]);

125 45 5 45 125 1 1 1 3

5
Ri=—SX54 — X4Xb— X3 Xp% — X2 X024+ — X Xb* — == Xp® — = X4 X3 Xb X Xb3 — Xb4——X3
768 T 256 384 384 256 768 6 7% s 6 16
3 3 1 1 1
= X2Xx —XX2——X3 X2 fXX—fX2—fX—fX 1
16 b+16 b 16b 1t T3 b 4b 2 2 b+
> S:=mtaylor(sqrt(1-U*Ub/4),[U,Ub],7);
SflfoUbf—Uzsz@U“Ug
>  SUBS([X=expand(U*S),Xb=expand(Ub*S)],R,5,[U,Ub]);
1556346132623634 5741312223
—768U +—256U Ub —768U Ub U2 Ub +—256UUb —768 Ub U 8U Ub 8U Ub +48UUb
3 1 1 3
Ll Spilew fUUbQ——Ub—fUQ fUUb—bez—fU—be 1
6 6 "1 1 16 1Y 13 4 2 g Vb

Les variables canoniques conjuguées sont algrs: [ €) et ((, —I () , et les équations canoniques sont de la forme:

de _ | OF E__,oF
dt = o€ = 0
donc aussi plus simples a calculer. D'ailleurs, I'une de ces deux équationsiqrfbiti puisqu’elles sont conjuguées aussi au sens des

nombres complexes.
Dans cette version, on laisse au lecteur le loisir de développer cette formulation des équations.
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